Kombinatorika és grafelmélet 2.
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Osszehasonlitds grdfok, Dilworth tétel

Tudnivaldk.

Legyen H egy halmaz, es < egy relacié H elemein. A < reldcié
reflexiv, ha minden a € H esetén a < q;

antiszimmetrikus, ha a < b,b <a — a = b;

tranzitiv, ha a < b,b <c—a =<c.

Egy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldciét részbenrendezésnek hivunk, a (H, <X) part pedig részben
rendezett halmaznak. Ha a < b és a # b, azt Ggy jeldljik, hogy a < b.

Mostantdl legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. Az {a1,aq,...,ar} C H részhalmazt lancnak hivjuk,
ha a1 < ay < -+ < ag, és antildncnak, ha ai,as, ..., a; kozil semelyik ketté sem Gsszehasonlithato.

Dilworth tétel. Legyen a a (H, <) részben rendezett halmazban taldlhaté legnagyobb antildnc mérete. Ekkor
H felbonthaté a darab lanc unidjara, kevesebbre viszont nem.

Mirsky (dudlis Dilworth) tétel. Legyen | a (H, =) részben rendezett halmazban taldlhat6 legnagyobb ldnc
mérete. Ekkor H felbonthaté [ darab antildnc unidjéra, kevesebbre viszont nem.

A (H, =) részben rendezett halmazhoz tartozé G(H) Osszehasonlitds graf csicsai H elemei, két elem akkor
és csak akkor van Osszekotve éllel, ha 6sszehasonlithatéak.

Lemma. Az Gsszehasonlitas gréafok perfektek.

1. G egy n csticsu perfekt graf. Bizonyitsuk be, hogy w(G)w(G) > n.

2. Legyen ai,as,...,a, egy szamsorozat. Ebbdl képezzik a G grafot a vy, vs,...,v, csucsokon a kiovetkezd
moédon: minden ¢ > j szdmpdrra a v; és v; csucsok Ossze vannak kotve G-ben akkor és csak akkor, ha
a; > aj .
Bizonyitsuk be, hogy G minden a1, as,...,a, sorozat esetén perfekt!

3. (Erd&s-Szekeres tétel) Legyen A = aq,as, . .., am egy csupa kiillonbozé szdmbdl 4116 szédmsorozat, m = kl+1,
k,l > 0.

a. Bizonyitsuk be, hogy A tartalmaz egy [+ 1 hosszu névekedé vagy egy [+ 1 hosszi csokkend részsorozatot.
b. Bizonyitsuk be, hogy az allitds m = kl esetén méar nem feltétleniil igaz.

4. a. Van egy csomo kartondobozunk, melyek a G graf csticsainak felelnek meg. Két csics akkor van osszekotve,
ha a megfelel6 dobozok koziil egyik sem rakhaté a masikba. Igazoljuk, hogy G perfekt.
b. Mi a helyzet hajlékony dobozokkal?

5. Adott a sikon néhany zart korvonal, ezekhez rendeljik a kovetkez6 G grafot. G csucsai feleljenek meg egy-

egy megadott korvonalnak, és kett6 akkor legyen Osszekotve, ha a két megfelel6 korvonal egyike teljesen a
miésik belsejében halad. Bizonyitsuk be, hogy az igy megadott G graf perfekt.

6. Legyen a G illetve H graf csicshalmaza egy véges halmaz néhany tetszoleges részhalmaza. Két kiilonb6z6
cstcs akkor legyen szomszédos
a. G-ben, ha a megfelel6 részhalmazok koziil valamelyik tartalmazza a mésikat,
b. H-ban, ha a megfelel§ részhalmazok diszjunktak.
Igaz, hogy G illetve H mindig perfekt?

7. Adott egy ABC hdromszog, és benne n pont. Bizonyitsuk be, hogy kivélaszthaté /n pont tgy, hogy
barmely ketto altal meghatdrozott egyenes a haromszognek ugyanazt a két oldalat metszi.
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Adott n pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté koziiliik v/n pont tgy, hogy barmely kettd dltal
meghatédrozott egyenes az z-tengellyel legaldbb 30 fokos szoget zar be, vagy /n pont dgy, hogy barmely
kett6 dltal meghatarozott egyenes az x-tengellyel legfeljebb 30 fokos szbget zar be.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi graf nem Osszehasonlitas graf.
°
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o .
Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz. Egy x elem mazimdlis (minimdlis), ha nem létezik olyan
y € H, amelyre x <y (y < x).
a. Bizonyitsuk be, hogy H-ban a maximdlis (illetve a minima4lis) elemek halmaza egy antildnc.
b. Tegyiik fel, hogy a maximalis és minimaélis elemek egyiitt egy antildncot alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy
H 06sszes eleme is egy antilancot alkot.
Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz, L egy maximélis lanc, amelynek maximaélis eleme x, minimadlis
eleme y. Legyen A = {z1,...,2,} egy maximélis antildnc H-ban.
Végil legyen
HY={heH|32€A:2=<h}
és
H ={heH|3z€A:h=z}
a. Bizonyitsuk be, hogy Ht N H~ = A.
b. Bizonyitsuk be, hogy HT UH™ = H.
c. Bizonyftsuk be, hogy v € HY, y € H™.
Legyen G(V, E) egy graf, amelyre £ = Ey U Ea, G1(V, Ey) és Ga(V, E) perfektek, |V| = 65. Bizonyitsuk

be, hogy G tartalmaz egy teljes 6tost vagy egy iires 6tost. (Ot pontot, amelyek vagy mind 6ssze vannak
kotve, vagy semelyik kettd sincs.)

Adott 50 egyforma hosszd, kiilonb6zé intervallum egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy (a) vagy van olyan
pont amelyet legaldbb 8 intervallum tartalmaz, vagy pedig van 8 péaronként diszjunkt intervallum. (b)
Ugyanez, csak 7-tel és 9-cel.

Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = E1 U Es, G1(V, Eq) perfekt, Go(V, Es) péaros graf, és |V| = 163.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes tizest, vagy egy iires tizest. (Tiz pontot, amelyek vagy mind
Ossze vannak kotve, vagy semelyik kettd.)

Hazi feladat
1. Mutassunk egy részben rendezett halmazt és benne egy maximalis lancot és maximadlis antilancot, amelyek
diszjunktak.

2. Legyen ay, ..., a, tetszbleges szamsorozat. G csicsai v1,...,Un, v; és vj (i # j) Ossze van kotve akkor és
csak akkor, ha |a; — a;| > 100. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

3. Adott 32 koriv egy koron. Bizonyitsuk be, hogy vagy van koztiik 6 paronként diszjunkt, vagy 6 paronként
metszO.



