Kombinatorika és grafelmélet 2.
4. gyakorlat, 2024. oktober 1.
tovabbra is Dualitas, Whitney

Tudnivalék: G sikbarajzolt graf dudlisa, G*: Minden tartomanyba egy csicsot, barmely két, szomszédos
tartomanynak megfelel¢ csicsot 6sszekotiink minden kozos hatart képezd élen keresztiil.

H a G absztrakt dudlisa: van az élek kozott bijekeid, ami korbol vagast, vagdsbdl kort csinal.

H és G gyengén izomorfak: van az élek kozott bijekcid, ami korbol kort, vagasbdl vagast csindl.
Whitney 1: G-nek van absztrakt dudlisa akkor és csak akkor, ha G sikgraf.

Whitney 2: Legyen G sikgraf, G és H gyengén izomorfak. Ekkor
1. H is sikgréf, 2. G* és H* gyengén izomorfak, 3. G és G** is gyengén izomorfak.

Whitney 3: Tegyiik fel, hogy G és H gyengén izomorfak. Ekkor meg lehet kapni G-b&l H-t a kovetkezo
haromféle operéci6 ismételt alkalmazdsdval: (a) Ha a gréfnak van elvidgd pontja, akkor a pontnél kettévigjuk a
grafot (az elvdgd pont mindkét részben benne lesz). (b) Két diszjunkt gréfot dsszeragasztunk egy-egy csticsukndl.
Vagyis azonositjuk a két csiicsot. (¢) Ha a grafnak van két pontja, amik egyiitt elvdgdk, akkor itt kettévigjuk a
grafot és megint Osszeragasztjuk Oket, a két pontot megcserélve az egyik komponensben.
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Gyengén izomorfak-e az itt lathaté grafok?

LTI

Bizonyitsuk be, két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi pontjuk van.

Mutassuk meg, hogy tetszoleges egyszer, sikgraf élhalmaza el6all, mint 2 paros graf élhalmazanak unidja.

A G és a G* véges egyszerli grafok egymds dudlisai. Bizonyitsuk be, hogy min{§(G),5(G*)} = 3. J a
legkisebb fokszdm.

Legyen G olyan n > 3 cstcsi, egyszer(i, sikbarajzolhaté graf, melyben az élek szama 3n — 6. Mennyi G
dudlisdnak maximalis fokszdma?

Jeldlje F,, = K, ,, —nKy azt a paros grafot, melyet uigy kapunk a K, ,, teljes paros grafbdl, hogy elhagyjuk
belGle egy teljes parositds éleit. Milyen n-ek esetén lesz F,, sikbarajzolhaté?

Tegyiik fel, hogy G sikbarajzolt graf, G minden lapja hdromszog és G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?

Legfeljebb mennyi a perfekt sikgrafok kromatikus szama?

Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hérom csticsi) sikgrafnak van legaldbb hérom olyan csticsa, ame-
lyeknek a foka kevesebb mint hat.

A G Osszefiiggd, sikbarajzolt grafnak 200 éle van, dudlisa egyszerti, paros graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek
legfeljebb 100 csticsa van.

A G egyszeri, Osszefliggd, sikbarajzolt grafnak n > 3 csicsa van, és nem tartalmaz 3, 4 és 5 hosszu kort.
Bizonyitsuk be, hogy G dudlisa, G*, nem egyszerii graf.

Tetsz6leges Osszefiiggdf sikbarajzolhaté G gréfhoz mutassunk olyan, onmagdval dudlis G’ sikbarajzolt grafot,
aminek G feszitett részgréfja.



13. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen ¢t = ¢(G) a tartomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fs, ..., F} a
tartomdanyok (beleértve a végtelen tartomdnyt is). |F;| jelentse az F; tartomdny hatdrdn 1évd élek szdmdt
(ha egy él mindkét oldalardl hatdrolja a tartomdnyt, akkor kétszer szamoljuk). Hatarozzuk meg a

s(@) =) (F|-1)

i=1
mennyiség maximumat ha G tetszoleges 10 csicsu sikbarajzolt graf lehet.

14. Egy osszefiiggd G sikbarajzolt grafnak 200 cstcsa és 300 éle van. Tudjuk, hogy a dudlisa egyszeri. Bi-
zonyitsuk be, hogy G-ben a maximalis fokszam 3.

15. Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csticsok, e(G) az élek, ¢(G) a tartoményok szdma. Hatdrozzuk
meg az e(G) — n(G) — 3t(G) mennyiség maximumat. (Ha G tetsz6leges sikbarajzolt graf lehet.)

16. Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhaté graf tartomanyai akkor és csak akkor szinezhetok ki két szinnel,
ha minden pont foka paros.
Hazi feladat

1. Egy egyszerti, Osszefliggé sikbarajzolt graf minden tartomanya 6tszog (a végtelen taromdény is). Bizonyitsuk
be, hogy nem lehet pontosan 100 cstcsa.

2. Hatédrozzuk meg ch(K4 10000) értékét! (ch(G) G listaszinezési szdma. K, ; egy teljes péros gréf, az egyik
osztdlyban r, a mdsik osztdlyban s csticcsal)



