Kombinatorika és grafelmélet II
Zarthelyi, 2021. november 17, 10.15-11.45

Javitékules

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl$ allitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megsz-
erzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfeleld részének
végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs ren-
desen kimondva, akkor megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldédsokért teljes
pontszamok, részmegoldéisokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok

jarnak. Szdmoldsi hibaért dltaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Adott n (kiilonbo6z8) pont a sikon, ezek megfelelnek a G graf csticsainak. Két csics akkor és csak
akkor van Osszekotve G-ben, ha a megfelel pontok altal meghatdrozott egyenes vizszintes vagy fiiggoleges.
Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Huzzuk be a pontokon keresztiil az Osszes vizszintes és fliggSleges egyenest. Legyenek vy, ..., v, a vizszintes és
fi,..., fm a fliggbleges egyenesek. Legyen M a kovetkez6 k x m-es matrix. Az i-edik sor j-edik oszlopédba irjunk 1-et
akkor és csak akkor, ha v; és f; metszéspontjaban van pont, ha nincs, akkor meg irjunk 0-t. 4 pont

Az M egy H péros grafot definidl, és G éppen H élgréfja! (Az 1-esek, vagyis a pontok éppen H éleinek felelnek
meg, és két pont pontosan akkor van osszekotve, ha a megfelel éleknek van kozos végpontja.) 3 pont

Viszont tudjuk, hogy a pédros gréfok élgrafjai perfektek, és ezzel belattuk az allitdst. 3 pont

2. G egy 6 csucsu graf, amely két haromszog diszjunkt uniéja. Hatdrozzuk meg G Osszes absztrakt
dualiséat!

Legyenek az egyik haromszog élei a1, az, a3, a masiké by, b, b3. Legyen G’ egy absztrakt dudlis. G’ élei bijekciéban

dllnak ezekkel az élekkel, tehit legyenek G’ élei a’, as,al, by, bh, bh. 2 pont
G-ben a1, a2 vagast alkot, ezért a’, a5 kort alkot, vagyis parhuzamos élek. Hasonléan a1, as illetve as, as is vagast
alkot, tehat a}, a5, ay parhuzamos élek. Ugyanigy, b’ , b5, b5 is parhuzamos élek. 3 pont

Viszont tetszdleges 4, j-re, G-ben a; és b; nem alkot vdgast, ezért G'-ben aj és b} nem alkot kort, vagyis nem
parhuzamos élek. (Masképp: Mivel a1, as, as kort alkot G-ben, a}, a5, a5 vagést alkot G'-ben, ezért al, as, as, bi, by, bs
nem pérhuzamos élek.) 2 pont

Osszefoglalva: G'-ben van hirom pérhuzamos él egy = és egy y cstics kozott, mésik hdrom parhuzamos él egy
u és egy v csucs kozott, x,y,u,v lehet 4 kiillonb6z6 csics, vagy x és y koziil valamelyik megegyezhet u és v koziil
valamelyikkel. Ezenkiviil t6bb él nincs, de lehet tetszéleges szamu izolalt pont. 3 pont

3. Adjunk meg olyan G grafot, amelyre x(G) = 3, ch(G) = 4.

Tanultuk, hogy a K, n» listaszinezési szdma n + 1. 3 pont
Tehat ch(Ks,27) = 4. 2 pont
Ezzel mér csak az a baj, hogy x(K3,27) = 2 hiszen pdros graf. Tegylink mellé egy hdromszoget, amelynek a
kromatikus szdma és listaszinezési szdma is 3. 3 pont
Tehat legyen G egy K3 27 és egy hdromszog diszjunkt unidja. Ekkor x(G) = 3, ch(G) = 4. 2 pont

4. a. Bizonyitsuk be, hogy létezik egy R szam a kovetkezd tulajdonsdggal. Akarhogyan szinezziik ki a
Kr teljes graf éleit 3 szinnel, taldlhaté olyan haromszog, amelynek az élei legfeljebb két kiilonb6z6 szinnel
vannak szinezve.

b. Hatarozzuk meg a legkisebb ilyen tulajdonsdgi R szamot.

a. Elgszor belatjuk, hogy 6 = R(3,3) > R. Tekintsiink egy 6 csicsu teljes grafot és szinezziik ki az éleit
tetszOlegesen pirossal, fehérrel és zolddel. Be kell latnunk, hogy mindenképpen keletkezett legfeljebb kétszinii



hdromszog. Vonjunk ossze két szint: a fehér és a zold éleket szinezziik at vildgoszoldre. Mivel R(3,3) = 6, biz-
tosan lesz egy egyszinli haromszog. Ha piros, akkor ez az eredeti szinezésben is piros. Ha vildgoszold, akkor ez az
eredeti szinezésben fehér és zold volt. 5 pont

b. Most belatjuk, hogy R = 5. Tekintsilink eldszor egy teljes 4 cstucsu grafot az a, b, ¢, d csticsokkal. Legyen ab és
cd piros, ac és bd fehér, ad és bc z6ld. Ebben a szinezésben minden hdromszogben mind a hdrom szin szerepel, mert
semelyik két egyszinii élnek nincs k6zos csicsa. 2 pont

Most tekintsiink egy 5 csiicsu teljes grafot és szinezziik meg az éleit pirossal, fehérrel és zdlddel. Legyen vi az
egyik csics. Mivel négy él megy ki bel6le, kett6 koziiliikk egyforma szinti. Mondjuk vivs és vivs is piros. De ekkor a
v1v2v3 hdromszog legfeljebb kétszinii. 3 pont

5. Legyen G egy 7 pontu graf, amely egy K5 és egy él diszjunkt unidja. Hatdrozzuk meg ex(G,100)
értékét.

A Tioo,a Turdn grafban nincs Ks, ezért G sincs, mint részgraf. A Tigos-nek 6 - 252 = 3750 éle van, tehat

ex(G,100) > 3750. 4 pont
Most legyen H egy 3751 éld, 100 csucsu graf. A Turdn tétel szerint, mivel tobb éle van mint a Tip,4 Turdn
grafnak, taldlhaté benne egy K5, legyenek ennek a csicsai vy, ..., vs. 3 pont
Tegyiik fel, hogy nincs benne GG, mint részgraf. Ekkor H minden tovabbi éle a v1,...,vs cstcsok valamelyikére
illeszkedik. De ilyen élbol csak 5-95 = 475 van, tehat H-nak legfeljebb 475+ 10 = 485 éle lehetne, ami ellentmondas.
Ezért H tartelmazza G-t, mint részgréfot. Ezzel beldttuk, hogy ex(G, 100) = 3750. 3 pont

6. F C 2110 &s tudjuk, hogy ha A, B € F akkor AN B # (), és ha A, B,C € F kiilénb6z6 halmazok,
akkor AN BN C = (. Bizonyitsuk be, hogy |F| < 5.

Tegylik fel, hogy F = {A1,... An}. Az elsé felételbdl kovetkezik, hogy minden i,5 (1 < i < j < m) pdrhoz van

egy k, 1 <k <10 dgy, hogy k € A; N A;. Vagyis barmely két halmaz metszetében van egy elem. 3 pont
Ugyanakkor a méasodik feltételbdl meg az kovetkezik, hogy két kiillonbozé parhoz két kiillonb6zé elem tartozik.
Kiilonben lenne harom halmaz aminek a metszete nem {ires. 4 pont

Tehat van legaldbb (7;) kiilénb6z6 elem, vagyis (’;) < 10. Ebbél azonnal adédik, hogy m < 5. 3 pont



