Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH, 2025. 4prilis 4. 10.15-11.45, T 601 /2.
Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel6 részpontszdm jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibaért dltalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vs, ..., v199 csucsokon, amelynek legaldbb két 34-foku csticsa van?

Legyen F egy ilyen fa. A Prifer kédja 98 hosszi. A 34-foku csticsok sorszamai 33-szor szerepelnek. De ebbdl rogton

latszik, hogy legfeljebb két 34-foku csics lehet. 3 pont
Vagyis az olyan fdkat akarjuk leszamolni, amelyeknek pontosan két 34-foku csiicsa van. 2 pont
Szamoljuk le a megfelel Priifer kédokat. Elészor kivalasztjuk a két 34-foki csticsot, ez ('5°) lehetdség. 1 pont
Ezutdn az egyiknek meghatdrozzuk a 33 helyét a Prifer kédban, ez (gi) lehetbség. 1 pont
Majd a masiknak, ez (gi) lehet6ség. 1 pont
Végiil a maradék 32 hely mindegyikére, egymastél fiiggetleniil, 98-féle szdmot frhatunk. Ez 9832 lehet8ség. 1 pont
Tehat Gsszesen (180) (gg) (gg) 9832 ilyen fa van. 1 pont

2. Egy 100 csucsu teljes graf éleit ugy silyoztuk meg, hogy minden sily pozitiv, minden sily
kiilonbozo, kivéve a legkisebb silyt, ami hdarom élen szerepel.
(Vagyis (120) — 2 kiilonboz6 élsily van.) Legyen k a minimdlis Osszstlytu feszit6fak szama.

Hatarozzuk meg k lehetséges értékeit.

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus lehetséges lefutdsai megtaldljdk az Osszes minimalis feszitéfat. 2 pont
Tegytik fel, hogy e1, e2 és ez a hdrom egyforma, egyben legkisebb silyd él, s(e1) = s(e2) = s(es). El&szor min-
denképpen ezt a hdrom élt vizsgalja a mohé algoritmus valamilyen sorrendben. 1 pont
Ha e, e2 és es nem alkot kort, akkor mindenképpen bevessziik mind a harom élt a minimaélis feszit6faba. Innen pedig
a moh¢ algoritmus futdsa egyértelmii. 3 pont
Ha pedig kort alkotnak, akkor egy kimarad koziiliikk, ez harom lehetdség. Es innen megint csak egyféleképpen futhat
tovabb az algoritmus. 3 pont
Tehat k lehetéges értékei 1 és 3. 1 pont

3. A G egy 22 csticsi egyszerl reguldris graf (minden fokszdm ugyanannyi). Bizonyitsuk be,
hogy G vagy komplementere, G tartalmaz Hamilton kort.

Legyen d a kozos fokszdm G-ben. Ekkor G is regularis, minden fokszdm d = 21 — d. 3 pont
Tehdt d > 11 vagy d > 11. - 3 pont
Tehat G-re vagy G-re alkalmazhatjuk a Dirac tételt, amely garatalja, hogy G-ben vagy G-ben van Hamilton kor.

4 pont

4. (G,s,t,c) egy hdlézat. Az ey ¢l kapacitdsa c(e;) = z, az ey él kapacitdsa c(eq) = v.
Az 0Osszes tobbi e élhez adott egy-egy c(e) > 0 kapacitdas. Adott z,y > 0 szdmokra legyen
M(x,y) a maximélis folyam nagysdga. Tudjuk, hogy M (10,10) = 6, M (1,10) = M(10,1) = 1.
Hatérozzuk meg M (5,5) értékét.

Mivel M (10,10) = 6, itt a minim4lis vdgds 6. Ez nyilvdn nem tartalmazza a e; és ey éleket, hiszen ezeknek itt 10 a
kapacitasa. Tehat a legkisebb, ei-et és e2-t nem tartalmazé vagas kapacitasa 6. 3 pont



Legyen most x = 1, y = 10. Ekkor a minim4élis vigas 1. Ez nem tartalmazhatja e2-t, ei-et viszont tartalmaznia kell
(mert ha ej-et sem tartalmazza, akkor 6 a minimdlis vigéds). De ekkor viszont ez a vdgds csak az e; élt tartalmazza.
3 pont

Hasonléan kapjuk, hogy van egy vagas, amely csak az ez élt tartalmazza. 1 pont
Most pedig legyen x = y = 5. Ekkor az e;-et tartalmazé vagasok koziil a legkisebb a csak e;-et tartalmazd, kapacitasa

5. Hasonlban az es-t tartalmazd vagasok koziil a legkisebb a csak es-t tartalmazd, kapacitdsa 5. Végul a se ei-et, se ea-t
tartalmazé végdsok koziil a legkisebb kapacitdsa 6. Tehdt M(5,5) = 5. 3 pont

5. G egy 3-pontosszefiiggd 2025 cstcsu graf, u, v két csicsa. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz
egy legfeljebb 675 hosszu (legfeljebb 675 éli) utat u-bdl v-be.

1. megoldds: Menger 5-ik tétele alapjan u és v kozott van 3 pontidegen tt. 5 pont
De ekkor az egyikhez G u-tdl és v-t8l kiilonbozé 2023 csicsainak legfeljebb a harmada, |2023/3| = 674 csics tartozik.
Ez az Ut pedig legfeljebb 675 hosszu. 5 pont
2. megoldds: Ha G a teljes graf, akkor u és v k6zott van él, ekkor készen vagyunk. 1 pont

Ha nem, akkor tudjuk, hogy u és v elvasztasahoz legalabb 3 pontot el kell hagynunk G-bol. Vagyis az uv utakat lefogd
pontok minimélis szdma legaldbb 3. Ebb&l Menger (1-4) tétele alapjan tudjuk, hogy u és v kozott van 3 pontidegen t.

4 pont
De ekkor az egyikhez G u-tdl és v-t6l kiilonboz6 2023 csticsainak legfeljebb a harmada, |2023/3| = 674 csics tartozik.
Ez az ut pedig legfeljebb 675 hosszu. 5 pont

6. G csucsai uy, usg, . .., Uy, H cstucsai vy, vy, ..., vg.

a. G-ben az u; és uj, 1 <1 < j < 9 csticsok akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha
li — j| = 1. Hatarozzuk meg 7(G)-t.

b. H-ban a v; és v;, 1 < i < j < 9 cstcsok akkor és csak akkor vannak osszekotve, ha
li — j| = 1 vagy 2. Hatarozzuk meg 7(H)-t.

(7(G) a lefogd pontok minimélis szdma.)

a. Tekintslink egy L lefogd ponthalmazt G-ben. Vildgos, hogy L az (u1,u2), (us,u4), (us,us), (ur,us) padrok minde-

gyikébdl legalabb egyet tartalmaz, tehat 7(G) > 4. 2 pont
Ugyanakkor az us, u4, us, us csicsok lefogjdk az Osszes élt, ezért 7(G) = 4. 2 pont
b. Tekintsiink egy L lefogé ponthalmazt H-ban. Vildgos, hogy L a (vi,v2,v3), (va,vs,vs), (v7,vs,v9) hdrmasok
mindegyikébdl legaldbb kettét tartalmaz, tehdt 7(G) > 6. 3 pont
Ugyanakkor a v1, v2, v4, Vs, 7, vs cstcsok lefogjdk az Osszes élt, ezért 7(G) = 6. 3 pont



