Kombinatorika és grafelmélet I
2. P6tZH, 2024. msjus 24. 10.15-11.45

Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért altalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G graf csticsai az (i, j) rendezett szampéarok, ahol 1 < ¢,7 < 3. Két kiilonb6z6 cstcs,
(,7) és (k,1) Ossze van kotve éllel akkor és csak akkor, ha i = k vagy j = [. Hatdrozzuk meg a
v(@G), a(G), 7(G), p(G) mennyiségeket.

Ennek a grafnak 9 cstcsa van. A v1,1v1,2, ¥2,102,2, V3,1V3,2, U1,3V2,3 élek fuggetlenek, tehdt v(G) > 4. Ugyanakkor 5
fiiggetlen é] mér nem lehet, hiszen csak 9 csics van. Tehdt v(G) = 4. 3 pont
A Gallai tétel szerint v(G) + p(G) = 9, tehdt p(G) = 5. 2 pont
Sajnos a Ké6nig tételeket nem alkalmazhatjuk, mert G nem pdros graf. Hatdrozzuk meg a(G)-t. Tekintsiink egy
fiiggetlen ponthalmazt. Nem lehet koziiliik ketté egy “oszlopban”, vagyis az els§ indexeik mind kiilénb6z6k. Tehdt nem
lehet t6bb, mint 3 pont a halmazban, a(G) < 3. Ugyanakkor a vi,1, v2,2, v3,3 cstcsok fiiggetlenek, tehat a(G) = 3.
3 pont

Végiil mésik Gallai alapjin a(G) + 7(G) = 9, tehdt 7(G) = 6. 2 pont

2. A G egyszeriu Osszefiiggé grafnak 10 csticsa van, minden csics foka 3. Bizonyitsuk be,
hogy a(G) > 4.

Alkalmazhatjuk a Brooks tételt, hiszen G &sszefiiggd, nem pératlan kor és nem is teljes graf. Tehédt x(G) < A(G) = 3.

4 pont
Vegyiik G egy 3-szinezését, ebben a legnagyobb szinosztaly legaldbb 4 csiicsbdl all. 4 pont
Viszont ezek a pontok fiiggetlenek, tehdt tényleg a(G) > 4. 2 pont
3. A H gréfnak 2024 csucsa van, v(G) = 100. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 201.
Legyen V' H cstcsainak a halmaza. A feltételek szerint G-ben van 100 fiiggetlen él, e1, ..., ei100. Ezek végpontjainak
a halmaza legyen U. Ha V' \ U-ban lenne él, akkor G-ben lenne 101 fiiggetlen él, ami lehetetlen. 4 pont
Ekkor viszont kiszinezhetjitk a V' \ U halmaz pontjait ugyanazzal a szinnel. 3 pont
U-ban 200 cstics van, ezeket szinezziik csupa kiilonbo6zé szinnel. Ez egy jé szinezése G-nek 201 szinnel, tehét x(G) <
201. 3 pont
4. G csucsai vy, ... vi00, v; és v; akkor és csak akkor szomszédosak, ha |i — j| = 1 vagy 3.
Hatarozzuk meg \'(G)-t, G élkromatikus szamat.
Minden cstcs foka legfeljebb 4, hiszen v; lehetséges szomszédai vi—_3, vi—1, Vit1, vit+3. Tehdt X'(G) > 4. 5 pont

4 szinnel viszont ki is lehet szinezni az éleket: az 1 hosszu éleket felvaltva 2 szinnel, a 3 hosszu éleket meg felviltva
maésik két szinnel. Pontosabban: a v;vj;, ¢ < j él piros, ha j = ¢+ 1 és i paros, kék, ha j = i+ 1 és ¢ paratlan, zold, ha
j =1+ 3 és i paros, sarga, ha j = ¢ + 3 és ¢ paratlan. 5 pont

5. G csicsai az b hosszi 0—1 sorozatoknak felelnek meg. (Vagyis olyan 5 hosszi sorozatoknak,
amelyeknek minden eleme 0 vagy 1.) Két cstics pontosan akkor van dsszekotve éllel, ha a két
megfelel6 sorozat pontosan egy helyen tér el egymastdl. Bizonyitsuk be hogy G nem sikgraf.



Els6 megoldds:

Belatjuk, hogy G-ben van topologikus K5, igy Kuratowski tétele alapjan nem lehet sikgraf. 4 pont

Minden i-re, 1 < ¢ < 5 vegyiik azt a 0 — 1 sorozatot, amelyben az i-edik helyen 1 van, a tobbi 0, a megfelel§ cstics
legyen v;. Es minden 1 <7 < j < 5-re vegyiik azt a 0 — 1 sorozatot, amelyben az i-edik és j-edik helyen 1 van, a tobbi 0,
a megfelel§ csics legyen u; ;. Ekkor a topologikus K5 {6 csicsai v, ...vs. A v; és v; kozti Gt pedig a viu; jv;. 6 pont

Madsodik megoldds:

Vegylik észre, hogy G péros graf. Az egyik osztalyba azok a csticsok tartoznak, amelyek pédros szamu 1-est tartalmazé
sorozatnak felelnek meg, a méasikba meg azok, amelyek paratlan szamu 1-est tartalmazoé sorozatnak felelnek meg. Ha egy

helyen megvaltoztatjuk a sorozatot, az 1-esek szaméanak a paritdsa megvaltozik. 5 pont
A csticsok szdma n = 2°, és minden cstics foka 5, tehét az élek e szdméra 2e = 5n, e = 5n/2. 3 pont
Viszont egy péros sikgrafnak legfeljebb 2n — 4 éle lehet, ami kevesebb, mint 5n/2, tehdt G nem sikgraf. 2 pont

6. G egy 20 csicsu egyszert Osszefiiggd sikbarajzolt graf. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet
minden lapja (beleértve a végtelen tartomanyt is) hét oldali.

Tegytik fel, hogy minden lap hét oldali. Mivel G 6sszefiiggd és n = 20, az Euler Formula szerint 20 — e+t = 2, vagyis

18 =e—t. 3 pont
Mivel minden lap hét oldald, 7t = 2e, vagyis 7t/2 = e. 4 pont
Behelyettesitve: 18 = 7t/2 — t vagyis 36 = 5t, ami nem stimmel, mert 36 nem oszthaté 5-tel. Ezzel beldttuk hogy

nem lehet minden lap hét oldald. 3 pont



