Kombinatorika és grafelmélet I
2. ZH. 2024. m4jus 17. 10.15-11.45, E 505.

Javitokules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld dllitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altalaban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G graf cstcsai vy,vg,...,025. v; és vj Ossze van kotve éllel akkor és csak akkor, ha 7j
oszthaté 3-mal, de 9-cel nem. Hatdrozzuk meg a v(G), 7(G), a(G) értékeket. Bizonyitsuk be,
hogy p(G) nem létezik.

A feltételekbol kovetkezik, hogy ha i és j szomszédosak, akkor i és j koziil pontosan egy oszthaté 3-mal, de 9-cel §
sem oszthatd. 1 pont
Mivel 9 és 18 oszthatd 9-cel, a vg és v1g csiicsok izoldlt csicsok. A 3-mal oszthatd, de 9-cel nem oszthaté szamok 1 és
25 kozott a kovetkezdk: 3, 6, 12, 15, 21, 24. A t6bbi szdm 3-mal sem oszthat6. Ennek alapjan a G graf egy teljes paros
graf, az egyik osztaly csicsai vs, ve, vi2, V15, V21, V24, a mésik osztdly a tobbi csics, kivéve vg és vis, ezek izolalt csicsok.

Vagyis G éppen egy Ks 17 teljes paros graf plusz két izolalt pont. 2 pont
Ebben vs, vs, v12, V15, V21, V24 egy lefogd ponthalmaz, tehdt 7(G) < 6. 2 pont
Hat fliggetlen élt konny( taldlni, pl vavs, vsve, V11V12, V14V15, V20V21, V2324, tehdt v(G) > 6. 2 pont
Mivel 7(G) > v(G), a fentiekbdl kovetkezik, hogy 7(G) = v(G) = 6. 1 pont
A Gallai tétel alapjén a(G) = 25 — 7(G) = 19. 1 pont
Ugyanakkor p(G) nincs értelmezve, mert G-nek vannak izoldlt cstcsai. 1 pont

2. A H egyszert grafra a(H) =4, 7(H) = 6, v(H) = 4 és H-nak nincs izolalt pontja.

a. Hatdrozzuk meg a p(H)-t.

b. Adjunk meg egy H egyszerii grafot, amelyre o(H) = 4, 7(H) = 6, v(H) = 4. (Mindegy,
hogy van-e izolalt pontja.)

a. A Gallai tétel alapjén n = o(G) + 7(G) = 4 + 6 = 10. Vagyis 10 csticsa van H-nak. A mésik Gallai tétel alapjén

10 = v(G) + p(G), tehdt p(G) =10 — v(G) = 6. 4 pont
b. Vegyiik 2 darab haromszog és 2 darab él diszjunkt unidjat. 3 pont
Ebben minden 6sszefiiggd komponensben csak egy fiiggetlen pont van, tehét a(G) =2+ 2 = 4. 1 pont
Lefogé pontrendszerhez a hdromszégekbél 2 — 2 pontot kell vélasztani, az élekhez 1 — 1 pontot, tehdt 7 =4 + 2 = 6.

1 pont
Végiil fuggetlen élbél minden komponensben csak egyet vehetiink, tehdt v(H) = 4. 1 pont

3. A G 101 cstcstu 2-pontosszefiiggd egyszerti grafban minden csics foka 4, egy csucs
kivételével, amelynek 100 a foka. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 4.

Legyen v a 100 foku csics. Mivel G-nek 101 csticsa van, v minden més csiccsal 6ssze van kotve. 1 pont
Hagyjuk el G-b&l v-t, legyen a kapott graf G’. G’-nek tehdt 100 cstcsa van, és minden pont foka 3. 3 pont
Mivel G 2-pontésszefiiggd volt, G’ is Osszefiigg, nem paratlan kor, és nem is teljes graf. Tehat alkalmazhatjuk a
Brooks tételt, ennek alapjan x(G') < A(G') = 3. 3 pont
Viszont x(G) < x(G’)+1, hiszen G’ szinezését kiterjeszthetjiik G szinezésévé gy, hogy az elhagyott 100 foki csiicsnak
egy Uj szint adunk. Tehdt x(G) < 4. 3 pont



4. A H gréf csucsai az (1, j) szampéarok, ahol 1 <4, j < 5. Két kiilonb6z6 csucs, (i, 7) és (k,1)
Ossze van kotve éllel akkor és csak akkor, ha ¢ = k vagy j = [. Hatdrozzuk meg H élkromatikus
szamat, x'(H)-t.

A H grafnak 25 csicsa van. 1 pont
Legyen (i,7) egy tetszéleges csics. Ennek 4 olyan (k,l) szomszédja van, ahol i = k és 4 olyan, ahol j = [. Tehdt
minden csucs foka 8. 3 pont
A Vizing tétel alapjan tehat 8 < x'(H) < 9. 2 pont
Ha ki tudnénk szinezni 8 szinnel az éleket, akkor minden csiicshoz csatlakozna él mind a 8 szinb6l. Vagyis az azonos
szinli élek teljes péarositast alkotnanak. De ez lehetetlen, hiszen paratlan sok csicsunk van. 3 pont
Tehdt x'(H) = 9. 1 pont

5. G cstcsai a 6 hosszii 0—1 sorozatoknak felelnek meg. (Vagyis olyan 6 hosszi sorozatoknak,
amelyeknek minden eleme 0 vagy 1.) Két csics pontosan akkor van Gsszekétve éllel, ha a két
megfelel6 sorozat pontosan egy helyen tér el egymastol. Bizonyitsuk be hogy G nem sikgraf.

Els6é megoldas:

A G grafnak n = 2° csiicsa van, hiszen ennyi 6 hosszti 0 — 1 sorozat van. 1 pont
Minden 6 hosszi 0 — 1 sorozathoz pontosan 6 masik 6 hosszi 0 — 1 sorozat van, amely pontosan egy helyen tér el tdle.

3 pont
Tehét az élek e szdméra: 2e = > .7 | d; = 6n, vagyis e = 3n. 3 pont
De egy n csucsu sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van, ellentmondas, vagyis G nem lehet sikgraf. 3 pont

Madsodik megoldds:
Minden 6 hosszi 0 — 1 sorozathoz pontosan 6 masik 6 hosszti 0 — 1 sorozat van, amely pontosan egy helyen tér el téle.

3 pont

Tehat minden csics foka 6 és G nyilvan egyszeri graf. 2 pont
Viszont tanultuk, hogy minden egyszeri sikgrafban van legfeljebb 5-6dfoku csics, ami itt nem teljesiil. Tehdt G nem
sikgraf. 5 pont

6. A G 0Osszefiiggo sikbarajzolt grafnak 10 darab 3 oldald lapja van, 10 darab 4 oldald, és
egy 10 oldalu. Mas lapja nincs. Hany csicsa van G-nek?

Legyen n, e, t a cstcsok, élek, lapok szdma. Mivel G sszefiiggd, az Fuler formula szerint n —e +¢ = 2. 2 pont
A lapok szdma, t =10+ 104+ 1 = 21. 3 pont
Az élek szaméra 2e = 371 |T;| = 10 -3 4 10 - 4 + 10 = 80 vagyis e = 40. 3 pont
Végiil az Euler formula alapjan n =2 +e —t = 21. 2 pont



