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Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért altalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. A 200 csicsu G teljes graf csicsai v; 5, 1 <7 <2, 1 <7 <100. A v, jui,; €l sulya legyen 1,
ha i = k és legyen 2, ha i # k. Hany kiillonb6z6 minimalis 6sszsulyu feszitéfdja van G-nek?

Bontsuk G csicshalmazit két osztélyra, legyen ¢ = 1,2-re V; = { v;; | 1 < 5 <100 }. A G grifban a két kiilonbozd

osztaly kozott futd élek silya 2, a valamelyik osztalyon beliil futé élek silya 1. 2 pont
A moho algoritmus lehetséges futasait kovetve lathatjuk, hogy a minimaélis feszitéfak a kovetkez6 mdédon néznek ki:
vesziink egy-egy tetszbleges feszit6fat a Vi, Vo osztalyokban, majd egy 2 silyu éllel 6sszekotjiik Sket. 3 pont
A Cayley tétel alapjin mindkét Vi-ben 100%® kiilonbozé feszitéfa van. 2 pont
Az osztélyokat pedig 100%-féleképpen kothetjitk dssze. 2 pont
Tehét a valasz 100” - 100%° - 100%® = 100'%®. 1 pont

2. Maximalisan hany éle lehet egy 12 csticsi egyszerti grafnak, amelyben van Euler séta, de
nincs Euler korséta?

Euler korséta akkor és csak akkor van, ha a graf izoldlt pontoktdl eltekintve Osszefiiggé és minden pont foka péros.
Euler séta pedig akkor és csak akkor van, ha a graf izolalt pontoktdl eltekintve 6sszefiiggs és legfeljebb két pont kivételével
minden pont foka péros. 3 pont

Ennek alapjan a grafunk izolalt pontoktdl eltekintve Osszefiiggé és pontosan két pont kivételével minden pont foka
péros. Ez azt jelenti, hogy két csics maximadlis fokszdma 11 (hiszen a graf egyszer(i) a tobbi csics maximalis fokszdama

10. Tehdt 2e = 3,2, d;i < 2- 11+ 10% = 122 vagyis e < 61. 4 pont
Ennyi él viszont lehet is: vegyiink el egy teljes 12 csticsi grafbdl 5 fliggetlen élt. Itt két csics foka 11, a tébbié 10 és
nyilvan 6sszefliggd. 3 pont

3. A G n > 5 csicsu egyszert grafban barmely harom csics fokszamanak az 6sszege legalabb
2n. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton kor.

Legyenek a csticsok vi,...,vn, a fokszamaik di,...,d,. Legyen v; és v; két tetszleges csics. Azt allitjuk, hogy
di +d; >n+1. 3 pont
Legyen vy egy harmadik csics. Mivel G egyszert graf, di, < n — 1. A feltételek alapjan d; + d; + di > 2n, tehdt
di+d+j>2n—dpy>2n—(n—1)=n+1>n 4 pont
Ekkor viszont alkalmazhatjuk az Ore tételt, ennek alapjdn G tartalmaz Hamilton kort. 3 pont

4. A (G,s,t,c) hélozatban minden e élre c(e) > 0, nem feltétleniil egész. A maximélis
folyam nagysdga M = 3. Legyen M’ a (G, s,t,c+1) (minden él kapacitasat megnéveljiik 1-gyel)
hal6zatban a maximalis folyam nagysaga. Hatarozzuk meg M’ lehetséges értékeit.

Ha egy vagas k élbdl 4ll, és minden kapacitashoz hozzdadunk 1-et, akkor a vigés kapacitasa k-val nd. 1 pont
Mivel a (G, s, t, ¢) hdlézatban minden vigés kapacitdsa legaldbb 3, a (G, s, t, c+1) halézatban minden vagés kapacitdsa
legaldbb 4, tehat M’ > 4. 3 pont



Most legyen X > 4 tetsz6leges valds szdm. Legyen Y > X egész. Vegyiik a kovetkezd (G, s,t, ¢) hdlézatot. s-bél v-be
mutat Y — 3 darab parhuzamos él, mindegyiknek a kapacitdsa 3/(Y — 3), és v-bdl t-be mutat egy él, aminek a kapacitdsa

X —1. 2 pont
Ekkor (G, s,t,c)-ben két vdgas van, kapacitasuk 3(Y —3)/(Y —3) =3 és X —1 > 3, tehdt M = 3. 2 pont
(G, s,t,c+ 1)-ben is két vagas van, kapacitdsuk (Y —3)(3/(Y —3)+ 1) =Y és X, viszont Y > X, tehdt M’ = X.

Vagyis M’ lehetséges értékei: minden X > 4 valds szam. 2 pont
5. G cstcsal vy, Vg, . .., U100. V; €8 v; Ossze van kotve éllel akkor és csak akkor, ha |i — j| =2

vagy 3. Hatdrozzuk meg G pontOsszefiiggdségi szamat, x(G)-t.

Mivel v, foka 2, k(G) < 2. 4 pont
Most hagyjunk el egy csiicsot G-bdl, v;-t. Ha 5 < i < 96, akkor kénnyen lathatd, hogy a vj;, j < i illetve a v;, j > 4
csucsok Gsszefliggd grafot feszitenek, és (példdul) a v;—1viy1 él Osszekoti Bket, tehdt G \ v; Gsszefiiggd. 3 pont

A t6bbi esetet kiilon megnézziik. Ha ¢ = 1, akkor is, a vj, j > 1 cstcsok &sszefliggs grafot feszitenek és ez éppen a
G\ v1 graf. Ha i = 2, akkor a vj;, j > 2 csicsok Osszefiiggd gréfot feszitenek és a vivs él miatt az egész G \ v graf is
Osszefiiggé. Ha ¢ = 3, akkor meg a v;, j > 3 csicsok Osszefliggd grafot feszitenek és a vivs és vavs élek miatt az egész
G \ vo graf is osszefiiggd. Ha pedig i = 97,98, 99, akkor a szimmetria miatt ugyanezek az ervelesek miikodnek. 2 pont

Tehat egy pont elhagydsa utdn G Osszefliiggé marad, k(G) = 2. 1 pont

6. G-nek ismét 100 csicsa van és egyszerl graf, minden csucs fokszama nagyobb, mint 6.
Bizonyitsuk be, hogy v(G) > 3.
(v(G) G fiiggetlen éleinek maximalis szama.)

Tegyiik fel, hogy v(G) = v < 3. Legyen e1,...e, egy maximilis fiiggetlen élhalmaz. Ezeknek az éleknek Osszesen

2v < 6 végpontja van. Legyen ezen pontok halmaza V. 5 pont
Most legyen v egy V-n kiviili cstics. Mivel d(v) > 6, v-nek van V-n kiviili szomszédja. De ez ellentmondds, hiszen
ebben az esetben lenne egy él, ami fliggetlen ey, ... e, -t6l, ami ellentmond ey, ...e, vilasztdsdnak. 4 pont
Tehat ellentmondésra jutottunk abbdl, hogy v < 3, vagyis v > 3. 1 pont



