Kombinatorika és grafelmélet I
2. ZH, 2023. msjus 26. 8.15-9.45, T 601/2.

Javitokules

Az Gtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 éllitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az ditmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolédsi hibdért altaldban

(hibanként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: a(G): fiiggetlen pontok maximalis szama, 7(G): lefogd pontok minimélis szdma,
v(G): fuggetlen élek maximalis szama, p(G): lefogd élek minimadlis szama, x(G): kromatikus
szam, w(G): klikkszam, x'(G): élkromatikus szam.

1. G egy 2023 cstucsu sikgraf. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) < 1600.

A Négyszitétel szerint G kromatikus szdma legfeljebb 4. 3 pont
Szinezziik ki G csticsait 4 szinnel. A legnagyobb szinosztély, mondjuk a piros mérete legaldbb [2023/4] = 506. 2 pont
A piros pontok koézott nem fut él, tegdt a masik hdrom szinosztdly pontjai egyiitt egy lefogé ponthalmazt alkotnak.
3 pont
Mivel legaldbb 506 piros pont van, a mésik hdrom szinosztaly egyiitt legfeljebb 1517 pontbdl 4ll, tehat 7(G) < 1600.
2 pont

2. G cstcsai v; 5, 1 <14,5 < 3. (Tehat G-nek 9 csticsa van.) A v, j és vy, csicsok Ossze vannak
kétve akkor és csak akkor, ha |i — k| + |j — I| = 1. Hatdrozzuk meg az a(G), 7(G), v(G), p(G)
értékeket.

Ha a v;,; és vy, csticsok Ossze vannak kotve, akkor |(i 4+ j) — (k +1)| = 1. Tehdt a G graf paros, az egyik osztdly az,

ahol i + j péros, a mésik az, ahol i + j paratlan. Ezért nem csak a Gallai, hanem a Ké&nig tételeket is hasznalhatjuk.

3 pont

Hatdrozzuk meg v(G)-t. Mivel 9 cstcs van, v(G) < |9/2] = 4. Ugyanakkor kénnyen taldlhat6 12 fiiggetlen él, példaul
V1,101,2, V2,1V2,2, U3,103,2, V1,3V2,3.

Tehét v(G) = 4. 1 pont
Kénig tétel alapjan akkor 7(G) = v(G) = 4. 1 pont
A Gallai alapjén o(G) =25 — 7(G) = 5. 1 pont
Végiil pedig a Gallai alapjén p(G) =9 — v(G) = 5. Vagy a Kénig alapjan p(G) = a(G) = 5. 1 pont

3. A G 2023 cstcsu graf 8-reguléris. Bizonyitsuk be hogy y'(G) = 9.

A Vizing tétel szerint 8 < x'(G) < 9. 2 pont
Tegytik fel, hogy 8 szinnel sikeriilt kiszinezni az éleket. Ekkor, mivel minden cstics foka 8, minden szin{i él1bél minden
csucsra illeszkedik. 2 pont
Tehét az azonos szini élek egy teljes parositast alkotnak. 2 pont
De ez lehetetlen, mert paratlan sok csticsunk van. 2 pont
Tehat minden ilyen G grafra x'(G) = 9. 2 pont

4. Hatarozzuk meg az Osszes olyan egyszeri sikbarajzolt grafot, amelyre e < t.

Az Euler formula szerint n —e+t=k+1. Mivele<t,n<n—e+t=k+1, tehdt n —1 < k. 3 pont
Viszont k < n minden grafra, tehat a grafunknak n — 1 vagy n komponense van. 3 pont
Ha k = n, akkor a graf n darab izolalt pontbdl all, e =0, t = 1. 2 pont



Ha & = n — 1, akkor a grafnak pontosan egy éle van, e = 1, t = 1. Més lehet&ség nincs. 2 pont

5. G cstcsal vy, vg, ..., vi00. ; és v; Ossze van kotve, ha |i — j| = 1,2, vagy 12. Hatédrozzuk
meg x(G)-t.
A w1, va, v3 csicsok egy hdromszoget alkotnak, tehdt x(G) > 3. 3 pont

Prébaljuk meg kiszinezni G-t 3 szinnel. Vildgos, hogy v1, ve, v3 kiilénb6z6 szintiek, mondjuk 1, 2 és 3. Ekkor v4 csak
1 szin lehet vy és vs miatt, vs 2 szindi, és igy tovabb. Tehat az egyetlen lehetséges 3-szinezés a periodikus 3 szinezés.
2 pont
De ez a szinezés nem j6, mert pl v és vis egyforma szinliek, és szomszédosak! Tehat x(G) > 4. 3 pont
4 szinnel pedig kiszinezhetd a graf. A “sima” 4-periodikus szinezés nem j6, megint a 12 tavolsigra levd csicsok miatt,
de a kovetkez6 T-periodikus szinezés j6:
1,2,3,4,1,2,3,1,2,3,4,1, 2,3, ...
Vagy: ha névekvé sorrendben szineziink, akkor az aktualis csicsnak mindig csak 3 kiszinezett szomszédja lesz, tehat
4 szin esetén nem akadunk el. 4 pont

6. G-nek az a vicces tulajdonsaga van, hogy barhogy elhagyunk beléle 2 élt, a kapott G’ graf
kiszinezhet$ 100 szinnel. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 101,
vagy 6 pontért azt, hogy x(G) < 102.

Ha minden csiics foka legfeljebb 1, akkor a mohé szinezéssel ki tudjuk szinezni 2 szinnel. 2 pont

Tegyiik tehét fel, hogy van egy v cstcs, aminek a foka legalabb 2. Hagyjunk el két v-re illeszked6 élt, mondjuk uwv-t

és wu-t. 4 pont

Az {gy kapott G’ graf a feltételek szerint kiszinezhetd 100 szinnel. 1 pont

Tegyiik vissza az uv és wv éleket. Két probléma lehet: u és v egysziniiek, vagy w és v egysziniiek. Adjunk tehat v-nek

egy teljesen 1j szint. Ez egy j6 101-szinezése lesz G-nek. 3 pont
VAGY:

Ha G-ben legfeljebb 1 él van, akkor nyilvén x(G) < 2. 1 pont

Legyen uv és st G két éle. Hagyjuk el ket G-b6l. Az igy kapott G’ graf a feltételek szerint kiszinezhetd 100 szinnel.

2 pont

Tegyiik vissza az uv és st éleket. Két probléma lehet: u és v egysziniiek, vagy s és t egyszinliek. Adjunk tehdt v-nek

és s-nek egy-egy teljesen 1j szint. Ez egy j6 102-szinezése lesz G-nek. 3 pont



