Kombinatorika és grafelmélet I
1. P6tZH, 2023. m4jus 12. 10.15-11.45, T 601/2.

Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az dtmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolédsi hibdért altaldban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany fa van a vy, v, . .., v1090 csucsokon, azzal a tulajdonsaggal, hogy a fa nem tartalmazza
a v1vy Elt, és ha hozzévessziik a fahoz, akkor a keletkez6 kér 99 hosszi (99 csticsi)?

Mivel a keletkez6 kor 99 hosszi, egy csics nincs rajta, tehat egy él “lelég” a korrol. 2 pont
Valasszuk ki el6szor, hogy vi-en és ve-n kiviil melyik 100 — 3 = 97 cstics van a kordn, ezt (g?)-féleképpen tehetjiik
meg. 2 pont

A kapott 99 csticson olyan kort kell keresniink, ahol v1 és ve szomszédosak. Ez megfelel az 99 csics egy olyan
sorrendjének, ahol vy az elsd, v2 az utolsé. Ez pedig megfelel a tobbi 97 csics egy sorrendjének, amibol 97! kiilénb6z6

van. 2 pont
Ezutan még ki kell valasztani, hogy az utolsé cstics a kor melyik csticsdhoz csatlakozzon, erre 99 lehet6ség van. 2 pont
Tehat a vélasz (gi) -97!-99 = 99l 2 pont
2. A Ky teljes 10 csticst graf csicsai vy, v, ..., U5, Uy, Us, ..., us. Minden i-re (1 < i < 5)

az u;v; élek sulya 1, az 6sszes tobbi €l stlya 2. Hany minimalis 6sszsilyu feszitéfa van ebben a
silyozott grafban?

Az 6sszes minimélis 6sszsilyu feszitéfat megtaldlja a mohd algoritmus. Nézziik meg, hogyan futhat le. 1 pont
El6szér mindenképpen kivdlasztja az Osszes w;v; élt, tehdt ezek mindenképpen benne vannak minden minimdlis
Osszsulyu feszitofaban. 2 pont
A tovabbi élek ezeket az éleket, mint csicsokat kotik Ossze, hogy fat alkossanak. Pontosabban, ha minden i-re
Osszehtzzuk az wu; és v; csicsokat egy uwv; csuccsa, akkor a tovabbi élek az uv; csicsokon egy fat alkotnak. 2 pont
Ilyen f4bdl a Cayley tétel szerint 5° darab van. 2 pont
Na de ezzel meg nem vagyunk kész! Minden ilyen uv;uv; €l az eredeti grafban négy kiilonbozé élnek felelhet meg:
willj, UsV;, Vitg, v;vj. Tehdt a fa mind a négy élére négy lehetSségiink van, ez sszesen 4% lehet8ség. 3 pont
Tehét a vélasz 5344, 1 pont
3. G cstcsal vy, ..., Uy23. Legyen k tetszOleges egész. A v; és v; (i # j) csticsok Ossze vannak

kotve akkor és csak akkor, ha i — j — k nem oszthaté 7-tel vagy nem oszthaté 17-tel (vagy
egyikkel sem). Bizonyitsuk be hogy G tartalmaz Hamilton kort.
(Segitség: 2023 =7-17-17.)

Legyen v; egy tetsz6leges cstics. A v; csics akkor nem szomszédja v;-nek, ha (a) ¢ — j — k oszthaté 7-tel vagy (b) nem
oszthat6 17-tel. 3 pont
Bérmennyi is ¢ és k, minden hetedik j rossz az (a) esetben és minden 17-ik a (b) esetben. Tehdt 2023/7 = 289 darab
j-re lesz i — j — k oszthaté 7-tel és 2023/17 = 119 j-re lesz oszthaté 17-tel, vagyis legfeljebb 289 4+ 119 = 408 v;-vel nem

szomszédos v;. 4 pont
Tehat minden v; foka, d; > 2022 — 408 = 1614, és 1614 > 2023/2. Ezért a Dirac tétel szerint van G-ben Hamilton kor.
3 pont

4. Hatarozzuk meg, hogy maximélisan hény éle lehet egy 5 csicsu G grafnak, amelynek
pontosszefiiggdségi szama k(G) = 1.



Tegylik fel, hogy x(G) = 1. Ekkor van G-nek egy elvigd pontja, v. Vagyis G — v nem Osszefiiggd, hanem legaldbb két
Osszefiiggé komponense van. 3 pont
Ekkor négy lehet6ség van. A komponensek Osszmérete 4, tehat lehet 14+1+141,14+1+2, 14+ 3,2+ 2. 3 pont
Mindegyik esetben G élei a komponenseken beliil és a komponensek és v kozott futhatnak. Ennek alapjan az élek

maximalis szama a négy esetben 4, 5, 7, 6. 2 pont
Tehat legfeljebb 7 éle lehet, ez pedig elérhetd, vegyiink egy teljes négyest, az 6tddik pontot kossiik Ossze koziiliik
eggyel. 2 pont

5. Adott egy (G, s,t,c) halézat. A javité utas algoritmussal 3 javitds utdn megkaptuk a
maximalis folyamot, amelynek a nagysaga 10. Bizonyitsuk be, hogy van olyan él, amelynek a
kapacitasa legalabb 7.

Mivel 3 javitassal eljutottunk a 0 nagysagu folyamtdl a 10 nagysaguig, valamelyik 1épésben legaldbb 10/3-ot javitottunk.

4 pont

Viszont a javitd utas algoritmusban minden lépésben legfeljebb annyit javithatunk, amennyi valamelyik él kapacitasa

a javitd uton. 4 pont
Teh4t van olyan él, amelynek a kapacitdsa legaldbb 10/3 > 7, ezzel kész is vagyunk. 2 pont

6. G egy nem 0Osszefliggo, 10 csucsu graf. Bizonyitsuk be, hogy elhagyhaté G-bdl 2 cstics gy,
hogy a kapott graf sem Osszefiiggd.

Legyen u és v G két csicsa, amelyek kiilonb6z6 komponensekben vannak. Tehat G-ben nincs Ut u-bél v-be. 5 pont
Hagyjunk el két, u-tél és v-t6l kiilonbodz6 cstcsot. 2 pont
Ekkor a kapott graf nem Osszefliggd, hiszen tovabbra sem tartalmaz utat u-bdl v-be. 3 pont



