Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH, 2023. 4prilis 28. 8.15-9.45, T 601/2.

Javitokules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld dllitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altalaban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Héany fa van a vy, v9,...,v199 csticsokon, azzal a tulajdonsiggal, hogy a fa tartalmazza a
10y élt, és ha elvessziik belole, akkor mindkét kapott Gsszefiiggd komponens 50 cstcsu.

Azokat a fakat keressiik, amelyek a vivs élb6l, a vi-gyet tartalmazé, de va-t nem tartalmazd 50 csicsu fabdl és a
maradék 50 csticson (amely tartalmazza ve-t de nem tartalmazza vi-et) vett fabdl dllnak. 3 pont
El6szoris kivdlasztjuk a kapott két komponens cstcsait. A vy és vo tehdt biztos, hogy kiilonb6z6 komponensben
lesznek. A wvi-et tartalmazé komponens maradék 49 csicséat ezért (Zg)-féleképpen valaszthatjuk ki. Ezzel természetesen

kivélasztottuk a mésik, v tartalmazé komponens csticsait is. 3 pont
A vi-et tartalmazé 50 csicson a Cayley tétel alapjan 50%8 kiilonbozé feszitéfa van. Hasonléan, a mésik 50 cstcson is
50*® kiilonboz6 feszitsfa van. 3 pont
Osszegezve, a feltételeknek megfelels fak szama (ZS) 5048 . 5018 = (ZS) - 50%. 1 pont

2. A K, teljes n cstcsu graf (n > 3) élein pozitiv silyok vannak gy, hogy minden Hamilton
ut egy minimalis Osszsulyu feszitofa. Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden feszitofa minimélis
Osszsulyu feszitofa.

Belatjuk, hogy minden élnek ugyanannyi a silya. Ebben az esetben nyilvan minden feszitéfa silya ugyanannyi, tehéat
minden feszitéfa minimadlis 6sszsulyu feszitéfa. 3 pont
Legyen e és f két tetsz6leges él. Vegylink egy H Hamilton kort, amely mindkét élt tartalmazza. (Konnyen lathatd,
hogy ilyen létezik.) 4 pont
Ekkor H — e és H — f is Hamilton utak, tehat a feltételek miatt ugyanannyi a silyuk. Ebb&l kévetkezik, hogy e és f
sulya is megegyezik. Ezzel kész is vagyunk. 3 pont

3. G egy 2023 cstcsu reguldris graf (minden csicsnak ugyanannyi a foka). Bizonyitsuk be,
hogy G, vagy G komplementere, GG, tartalmaz Fuler korsétat.

Tegyiik fel, hogy G-ben minden csics foka r. Legyen e G éleinek a szama. Ekkor 2e = 2023r tehdt r paros. 2 pont
G komplementerében G-ben minden pont foka 2022 — r, ami ugyancsak péros. 2 pont
Ebbél kévetkezik, hogy vagy 7, vagy 2022 — r legaldbb 1012. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy ez r. 2 pont
Ekkor G minden csticsdnak a foka legalabb 1012, vagyis minden &sszefiiggé komponens tartalmaz legaldbb 1013 pontot.
De akkor nem lehet, csak egy Osszefliggd komponens, hiszen ket komponens egyiitt mar tébb, mint 2023 csicsi lenne.

2 pont
Tehét G Osszefiiggd, minden cstics foka péros, ezért tartalmaz Euler korsétat. (Ha 2022 —r legaldbb 1012, akkor G-rel
érveltiink volna.) 2 pont

4. Hatarozzuk meg, hogy maximélisan hény éle lehet egy 5 csicsu G grafnak, amelynek
él6sszefiiggbségl szama A\(G) = 1.

Tegylik fel, hogy A(G) = 1. Ekkor van G-nek egy elvdgé éle, e. Vagyis G — e nem Osszefligg6, hanem két osszefiiggd
komponense van. 3 pont



Ekkor két lehetdség van: (1). az egyik komponensnek 1 csiicsa van, ekkor a mésiknak 4, illetve (2). az egyik
komponensnek 2 csicsa van, a masiknak 3. 2 pont
G élei a komponenseken beliil vannak, kivéve az elvdgo élt. Az elsé esetben tehdt a gréafnak legfeljebb 04+64+1 =7,
a masodik esetben pedig legfeljebb 2 + 3 + 1 = 6 éle lehet. Vagyis G-nek nem lehet t6bb éle, mint 7. 3 pont
7 éle viszont lehet is: vegyilink egy teljes 4 csiicsu gréafot és egy 6tddik csiicsot, ami a négy koziil egy csuccsal Gssze
van kotve. Tehdt a valasz 7. 2 pont

5. Adott egy (G,s,t,c) hélézat. Ha minden él kapacitdsdhoz hozzdadunk 1-et, akkor a
maximalis folyam nagysdga 10. Ha viszont minden él kapacitasabdl levonunk 1-et, akkor a
maximalis folyam nagysdga 7. Hatdrozzuk meg a maximalis folyam nagysagat (G, s, t, ¢)-ben.

Legyen m a maximdlis folyam nagysédga (G, s,t,c)-ben. A (G, s,t,c+ 1) hlézatban a maximaélis folyam nagysdga 10,

tehat van egy 10 kapacitasd vagas. 2 pont
Ha ez a vagds k élbdl 4ll, akkor a (G, s,t,c — 1) hélézatban a kapacitdsa 10 — 2k. Viszont ez legaldbb 7, tehdt
10 — 2k > 7, k < 3/2 és k természetesen egész, tehdt k = 1. 2 pont
Ennek az egy é1b6l 4116 vdgasnak a kapacitdsa (G, s,t,c)-ben 9, tehat m < 9. 1 pont
Most tegytik fel, hogy m < 9. Ekkor (G, s, t, ¢)-ben van egy m kapacitdsi vagds. Ha ez egy é1b6l 4ll, akkor (G, s,t, c+1)-
ben lenne egy m + 1 < 10 kapacitdsi vagas, ami ellentmondés. 2 pont
Ha legaldbb két élbél all, akkor meg (G, s,t,c — 1)-ben lenne egy legfeljebb m — 2 < 7 kapacitdsi vagds, ez is
ellentmondés. 2 pont
Tehat m = 9. Ilyen halézatot egyébként konnyl konstrudlni. 1 pont

6. G egy 100 csticsu és 111 éli péros graf. Bizonyitsuk be, hogy v(G) > 2.

Tegyiik fel, hogy v(G) < 1. Mivel G-nek van éle, v(G) > 1, tehdt v(G) = 1. 2 pont
Mivel G péros graf, a Kénig tétel alapjan ekkor 7(G) = v(G) = 1, vagyis G élei lefoghatdk 1 ponttal. 5 pont
De 1 ponttal legfeljebb 99 élt lehet lefogni, ami eppentmondds. Tehdt v(G) > 2. 3 pont



