Kombinatorika és grafelmélet 1.

7. gyakorlat, 2023. aprilis 21
Paros grdfok, parositasok, Hall, Frobenius, Konig tételek.

Tudnivalék
G(A, B, E) péros graf, ha A és B a csicsok halmaza, E az élek halmaza, és minden él A és B kozott fut. Legyen
G egy tetszoleges graf.

Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan hosszi kort.

Egy eq1,es,..., e élhalmaz figgetlen, vagy parositas, ha nincs kozos végpontjuk.

Egy ponthalmaz lefogd, ha G minden élének legalabb az egyik végpontjat tartalmazza.

7(G): lefogd pontok minimélis szdma,

v(QG): fiiggetlen élek maximadlis szama;

Minden G gréfra igaz, hogy v(G) < 7(G). (Mert a v darab fliggetlen él lefogdsahoz is kell mar v darab pont.)

Tetszbleges X csticshalmazra legyen N(X) X szomszédainak a halmaza, vagyis azon csicsok halmaza, amelyek
legalabb egy X—beli csticesal 6ssze vannak kotve.

Legyen most G = G(A, B, E) péaros graf, vagyis A és B a csicsok halmaza, E az élek halmaza, és minden él A
és B kozott fut.

Frobenius tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) péros grafban teljes (minden csticsot parositd) parositas,
ha |A| = |B|, és minden X C A-ra |X| < |N(X)].

Hall tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) paros grafban A—t lefedé pérositds, ha minden X C A-ra
[ X[ < [N(X)].

Konig tétel: (a) Ha G péros gréf, akkor v(G) = 7(G).

1. Hatarozzuk meg a maximalis parositas méretét az aldbbi grafokban.
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2. Adott n fiu és n ldny gy, hogy minden fiiinak legfeljebb 1 rokona van a ldnyok kozott, és barmely ldnyhoz
van olyan fii, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fitik és a lanyok parokba rendezhetdk gy, hogy rokonok
nem alkotnak part.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf 6sszefiiggd és az A osztalyaban a fokszdmok kiilonb6z6k, akkor G-nek
van A-t fed6 parositasa.

4. Egy kirdnduldson n hézaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonb6z6 csokoladét tgy, hogy
mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n fajtat szeret a 2n-féle csokolddé koziil, és
az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti minden hazasparnak legalabb az egyik tagja. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor kioszthatdk gy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

5. A G irdnyitott graf minden csicsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthaték pontdiszjunkt
irdnyitott korei, melyek G minden csicsan athaladnak?

6. Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes péarositdsa.

7. Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguldris, paros grafban a kiilonboz6 teljes parositasok szama mindig 2-nek vala-
milyen pozitiv egész kitevos hatvanya.

8. a. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grifra 2v(G) > 7(G) > v(G) teljesiil. b. Bizonyitsuk be, hogy
tetszbleges 2v > 7 > v szdmokhoz van olyan G graf, amelyre v(G) = v és 7(G) = 7.

9. Egy tancmulatsdgon 25 lany és 25 fiu van jelen. E tarsasigban minden ldny ismeretségben van legalabb 13
fiaval és minden fit legalabb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy péros tancra perdiilhetnek egyszerre mind az
50-en gy, hogy az egymadssal tdncoldk ismerik egymast!

10. Konstruédljunk olyan grafot, amelynek pontosan & db kiilonbozé teljes parositasa van.

11. Igaz-e, hogy tetszoleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositasdban szerepelnek, paros
grafot alkotnak?



12. Valaki véletlenszertien szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl 4llé6 csomagba. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor mindegyik csomagbdl kivéalaszthaté egy lap ugy, hogy a kivalasztott lapok koézott mindegyik fajta
figurdbol éppen egy legyen (vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy darab A). (A francia kartydban
13 fajta figura van: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, J, @Q, K, A. Minden figurabdl 4 darab van egy pakliban.)

13. Adott egy n X n -es matrix, amelynek minden sordban, és oszlopaban pontosan k darab egyes van. Bizonyitsd
be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy darab egyest
valasztottunk kil

14. Legyen G egy olyan egyszeri graf, amelynek 1000 csticsa van és minden csiics fokszama legalabb 6. Igazoljuk,
hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximalis szaméat jeldli.)

Hazi feladat

1. Legyen G(A, B, F) péros graf. Tudjuk, hogy minden X C A esetén |N(X)| > |X| — 1. Bizonyitsuk be, hogy
v(G) > |A] — 1, vagyis G tartalmaz |A| — 1 fliggetlen élt.

2. Legyenek G cstcsai vy, ...,v12, v; és v; (I # j) akkor és csak akkor vannak Gsszekotve, ha ij oszthaté 6-tel.
Hatdrozzuk meg v(G) értékét (és bizonyitsuk be, hogy annyi).



