Kombinatorika és grafelmélet 1.

2. gyakorlat, 2023. marcius 10.
Grdfelméleti alapfogalmak, fik, Prifer-kod

Tudnivaldk:

G Osszefiiggd, ha barmely két csicsa kozott vezet Ut <> barmely két csiicsa kozott vezet séta < barmely két csicsa
kozott vezet élsorozat. (pl legrovidebb ilyen élsorozat egy 1t)

G Osszefiiggl és van benne kor: elhagyhaté egy él dgy, hogy Osszefiiggé marad. G kormentes és nem Osszefiiggo:
hozzavehet6 egy él dgy, hogy kérmentes marad.

Fa: olyan graf, ami Osszegliggd és kormentes.
Minden Osszefiiggé graf tartalmaz fat. Minden kérmentes graf kib6vitheté fava. Minden faban van legalabb két levél

(1-foku csics). Minden n csicst fanak n — 1 éle van.
Fa: Gsszegiiggd és kormentes < Osszegliggd és n — 1 éle van < kormentes és n — 1 éle van.

Cayley tétel: n szdmozott ponton n" 2 kiilonboz6 fa van. Bizonyitas: Legyenek a csticsok 1,2, . ..,n. Fa < n—2 hosszi
kéd, minden eleme 1,...n (Priifer kéd).

Fa = Priifer k6d: wy: legkisebb sorszédmu levél, elhagyjuk, szomszédjat felirjuk: v1, ezt ismételjik: vive...vn—1, €z a
kib6vitett Priifer kéd. v,—1 mindig n. Ezt elhagyva: viva ... v,—2, a Priifer kéd.

Megfigyelés: Priifer kédban v; d(v;) — 1-szer szerepel. Specidlisan v; levél akkor és csak akkor, ha nem szerepel.

Priifer kéd = fa: vivs...vn—o Priifer kéd, legyen v,—1 = n, kib6vitett Priifer kéd: vivs ... v,—2n. Megkeressik az
elhagyott cstcsokat, w1, w2, ..., w,—1-et. Amikor v;-t felirtuk, w;-t hagytuk el. Rekurzivan, i = 1,2,...,n — l-re: w; a
legkisebb index, ami nem szerepel a wiws ... w;—1V;Vit1 - . - Un—1-ben. A kapott graf élei: viw;, i =1,...,n— 1. Ez egy fa
lesz, aminek vyvs ... v,—2 a Priifer kédja.

1. Rajzoljunk olyan egyszert grafokat, amiknek rendre 6,7,8,9 cstcsa van és minden cstcs foka 3.

2. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan, lényegesen kiilénbo6z6 egyszert grafot, melyekre rendre v = 4, e = 5, ill. v = 5,
e=3,illl. v=>5e="7,ill. v =5, e =8, teljesiil, ahol v jeloli a pontok szamét, e pedig az élek szdmat!

3. Hény 50 csicsd, 1223 éli, lényegesen kiilonb6z8 (paronként nem izomorf) egyszerti graf 1étezik?

4. Déntsiik el, van-e olyan egyszerii graf, amelyben a pontok foka rendre 1,2,2,3,3,31ill. 1,1,2,2,3,4,41ll. 2,3,3,4,5,6,7
ill. 1,3,3,4,5,6,6.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszéleges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike Gsszefiiggd!

6. Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges n pontu fiban a mésodfokd pontok szdma nem lehet pontosan (n — 3)-mal
egyenld!

7. Az elére megszamorzott (cimkézett) n darab pont kozé hdnyféleképp hizhatunk be éleket tigy, hogy egyszerii grafhoz
jussunk?

8. Igazoljuk, hogy ha G véges graf, akkor paratlan foki pontjainak szama paros. Mutassuk meg, hogy ha G nem véges,
akkor ez nem feltétleniil igaz.

9. Hény olyan, paronként nem izomorf, 6 ponti, Osszefiiggs, egyszert graf létezik, melyben két méasodfoki és négy
harmadfokd pont van?

10. Mutassuk meg, hogy ha G egyszerii graf, akkor élei irdnyithatéak ugy, hogy ne j6jjon létre irdnyitott kor.

11. Igazoljuk a kovetkezd allitast. Ha T és 15 két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; 11 éle, akkor 1étezik T5-nek
egy ez éle, hogy Th —e1 + e2 és 1o — e2 + €7 is fa.

12. Hogy néz ki az a lehetd legkevesebb cstcsot tartalmazoé egyszerli graf, amelyben a legrovidebb kér hossza pontosan
4 és minden pont harmadfokd?

13. Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-pontu grafot!

14. Hény pontja van annak a T' fanak, melyre |E(T)| = 15 |E(T)|?



15. Rajzoljuk le azt a gréfot, melynek pontjai a 4 hosszi nulldkbdl és egyesekbdl allé sorozatok és két cstcs akkor van
éllel Gsszekotve, ha egyik a masikbdl egy ,,forgatdssal” megkaphatd, azaz ha az egyik a (b1, b2, b3, bs) akkor a mésik
a (b2, bs, ba, b1) sorozathoz tartozé pont.

16. Igazoljuk, hogy ha egy di > d2 > --- > d,, sorozat egy egyszeri graf fokszam listdja, akkor teljesiil ra a kovetkez6

feltétel:
k n

> di <k(k—1)+ > min(di, k), Vke{1,2,...n}

i=1 i=k+1
(Tgazébdl az allitds megforditdsa is igaz: ha a fenti feltétel teljesiil egy szdmsorozatra, akkor van hozza olyan egyszerii
graf, melynek az adott szdmsorozat a fokszdm listdja.)

17. Mutassuk meg, hogy egy véges egyszerii grafnak mindig van két azonos fokszamu csicsa.

18. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges véges G grifra fenndll, hogy |E(G)| > |V (G)|—¢(G), ahol ¢(G) a G graf osszefiiggd
komponenseinek szdmat jeloli.

19. Mi lehet a G graf, ha A(G) < 2?7 (A(G) a G graf maximaélis fokszdmét jeldli.)

20. Egy 3 x 3 méretii sakktabla négy sarkdba két vilagos és két sotét huszart allitunk dgy, hogy az azonos szinli huszarok
atellenes sarokban alljanak. Elérhet6-e ebbdl az allapotbdl a huszarokkal a szokdsos 1épéseket végezve, hogy a tdbla
négy sarkdban §lljanak a huszdrok, de az dtellenesek kiilonbo6zé szinfiek legyenek? (Kozben sosem &llhat egy mezén
egynél t&bb figura.)

21. Tegyiik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal kiparkettdztunk. Minden kis téglalapnak legaldbb az egyik
oldala egész hosszusdgu. Igazoljuk, hogy a nagy téglalapnak is van egész hossziisdgu oldala. (*)

22. Mutassuk meg, hogy ha egy n cstcsi teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan keletkezik olyan
részgrafja, mely n csicsu fa, és minden éle azonos szinfi.

23. Egy fanak 8 csticsa van, fokszdmai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

24. Melyek izomorfak az aldbbi grafok koziil?

25. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan egyszeri graf, amelynek pontosan két kiilénbozé feszitéfaja van.

26. Izomorfak e az alabbi graf parok?
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27. Egy fa Priifer kédja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kéd elkészitéséhez elsének t6rolt levél indexe? Mi a kédhoz tartozé fa?

28. Bizonyitsuk be, hogy ha F' fa, akkor leveleinek szdma legaldbb akkora, mint az F-beli csicsok maximalis fokszama.

29. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs masod- és harmadfoku csiicsa, akkor az Gsszes csticsdnak legaldbb % része
levél.

30. Melyik fak tartoznak az alabbi Priifer-kédokhoz: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), (1,2,1,3,1,4,1,5,1,6)
ill. (5,4,8,2,2,2,8)?

31. Melyek azok a fik, melyek Priifer-kédja csupa kiillénbozé szambdl 4117 Es melyek azok, melyeknek csupa azonos
szambdl all?



32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.

Héany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsagai koziil a legnagyobb hiarommal
egyenld? (Két pont tdvolsdgan a koztiik levé legrévidebb dton taldlhatd élek szamat értjuk.)

Hény olyan fa adhat6é meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

AV ={1,2,...,2n} (szdmozott) pontokon hény olyan egyszeri G graf adhaté meg, melynek 2n — 2 éle van és két
egyforma méretii, osszefiigg6 komponensbdl 4117

Hany kiilénbo6zé olyan fa adhaté meg az 1,2,...,8 cimkézett csicsokon, ami az {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8} élek
koziil legaldbb az egyiket nem tartamazza?

Legyen di > d2 > --- > d, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n csicsi) fa fokszdm sorozata akkor és
csak akkor, ha d; +ds + --- +d, = 2n — 2.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban tetszOleges két leghosszabb utnak van k6z0s csucsa.

Bizonyitsuk be, hogy egy fdban az dsszes leghosszabb ttnak van kozos csucsa. (*)

Hazi feladatok

1.

2.

Adjuk meg az Osszes, legaldbb két csiicsi onkomplementer fat, vagyis az Osszes olyan legaldbb két csicsu fat, ami
izomorf a komplementerével!

Héany olyan fa van a v1,v2, ..., v, csicsokon, amelynek

a. Up_1Un éle?

b. vivy éle?



