Kombinatorika és grafelmélet 1.
1. gyakorlat, 2023. mércius 3.
Elemi leszamldlasok, szita-formula

Tudnivaldk:
Ismétlés nélkiili permutécié: n kiillonbozd elem Osszes sorrendje: n!
Ismétléses permutacié: n = ny + ng + -+ + ng, n elem, k féle, ny,...n; egyforma. Gsszes sorrend:

Ismétlés nélkiili variicié: n kiilénbozé elembél k kiilonbozot, sorrend szdmit: n(n — 1)+ (n —k + 1)

Ismétléses variicié: n féle elembdl k nem feltétleniil kiilonboz6t, sorrend szamit: n*

Ismétlés nélkiili kombindcié: n kiillénbozé elembdl k kiilonbozot, sorrend nem szdmit: n(n — 1)--- (n —
k+1)/kl = (Z)

Ismétléses kombinacis: n féle elembdl k£ nem feltétleniil kiillénbozét, sorrend nem szamit: (

(n+k—1)
n—1
Skatulya elv: n + 1 targy n dobozba: lesz olyan doboz, amiben legalabb két targy van.

Szita formula: |U; A;| =37 | |A;] — " [2-es metsz| + Y [3-as metsz| — - -+ (—1)"F1 3" |i-es metsz]|
+- - (=1)"F1 37 In-es metsz|

Erddés-Szekeres tétel: Minden n? + 1 hosszi sorozat tartalmaz egy n + 1 hosszt névekedd vagy csokkend
részsorozatot. n? + 1 nem javithaté.

n-H]z—l) _

1. Bizonyitsuk be az Erdés-Szekeres tételt: Minden n? + 1 hosszt sorozat tartalmaz egy n -+ 1 hosszt névekedd
vagy csokkend részsorozatot. n? + 1 nem javithaté.

2. A cirkusz porondjara 3 tigris, 4 oroszlan és 2 parduc vonul be libasorban. Hanyféle lehet a sorrend, ha az
azonos faju allatokat nem tudjuk megkiilonboztetni?

3. Egy versenyen 22-en indulnak; az 1jsdgok az elsé nyolc helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista?

4. A biciklis klub tagjai négyjegyii tagsdgi szamokat kapnak. A biciklistak babondasak, félnek a 8-astdél. Hany
olyan tagsdgi szdm lehet, amiben nincs 8-as (de 0-val kezd6dhet)?

5. Hany 6toslottd szelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen telitaldlatosunk? Es hatoslotté szelvényt?
Hény szelvény sziikséges a totén a legalabb 6t taldlathoz (a tizenhdrombdl)?

6. Hanyféleképpen &llhat sorba n fiu és n lany ugy, hogy azonos nemiiek ne alljanak egymaés mellett?

7. Hényféleképpen juthatunk el New Yorkban a 14. utca és a 10. avenue sarkardl a 23. utca és az 5. avenue
keresztez6désébe, ha mindig kozteriileten kell a cél felé haladnunk?

8. Egy 15 tagu klub elnokot, titkart és jegyzot valaszt. Hanyféleképpen tehetik ezt?
9. Eshaa népszeri Kovacs urnak mindenképpen szeretnének valamilyen tisztséget adni?

10. Egy gimnaziumban 16 osztdly van, az osztalylétszam mindeniitt 40. Mindegyik osztaly 5 tagu kiildottséget
kiild az iskolai didkbizottsagha. Hanyféle lehet a didkbizottsag Osszetétele?

11. Hény olyan tizjegy{i szdm van, amelyben szerepel az 5-6s szdmjegy? (Egy szdm nem kezdédhet 0-val).

12. Tudomaényosan igazolt tény, hogy az atlantiszi orszdgok zaszlaja 3 vizszintes savbdl 4ll, minden sav a piros,
fehér, zold, kék, sarga, fekete szinek valamelyikére van szinezve, gy, hogy a szomszédos savok kiilonbozé
szintiek legyenek. Természetesen kiillonb6zo orszagok lobogdi egymastol kiillonbozoek. Legfeljebb hany orszag
létezhetett Atlantiszban? Legfeljebb héany olyan orszdg lehet, melynek zdszlajéban van piros sdv?

13. Egy 99 elemi halmaznak péaros vagy paratlan elemszamu részhalmazabdl van-e tobb? Hat egy 100-elemii
halmaznak?

14. Feldobunk tiz egyforma dobdkockat. Hanyféle lehet az eredmény?

15. Minimalisan hany toréssel lehet egy 4 x 5-0s csokitablat egyes kockdkra tordelni?

16. Hany bastyat lehet elhelyezni gy a sakktablan, hogy egyik se iisse a masikat? Es hényféleképpen helyezheto
el ez a maximalis szamu béastya a sakktabldn ugy, hogy ne alljanak utésben?

Mik a vdlaszok futdkra?(*)
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Igazoljuk, hogy barmely 5 egymast kévetd egész szam szorzata oszthaté 120-szal. Mit mondhatunk &
egymast kovetd egész szam szorzatérol?

Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész n szémra (i) >, () =n- 2771, (ii) T, (”)2 = (2”)

i=1"\1¢ i n
Hény olyan 10 hosszt dobéassorozat van a dobdkockaval, melyben a dobott szdmok 6sszege 3-mal oszthatd?
Hény kiilonb6z6 médon lehet kitolteni egy 6toslottdszelvényt? Hany 5-, 4-; 3- ill. 2-taldlatos lesz ezek k6zott
a sorsolas utan?
Hényféleképpen allhat fel fotézashoz két egyméas mogotti sorba 2n kiillénboz6 magassagu ember gy, hogy
minden hatsé sorban allé6 magasabb legyen anndl, aki az elsé sorban kozvetleniil elétte all?
Hényféleképpen lehet az aldbbi tdblazatbdl kiolvasni a METAMATEMATIKATEMATIKA sz6t, ha csak
jobbra és lefelé haladhatunk?
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Nyolc ember szeretne teniszezni harom teniszpalyan gy, hogy az egyik palyan parost, a két mésikon egyénit
jatszanak. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha a palydkat kiilonboz6eknek tekintjik, de ugyanazon palya
két térfelét nem kiillonboztetjiik meg? (Természetesen az embereket is kiilonbozéknek tekintjik, és az is
szamit, hogy a négy paros meccset jatszo jatékos kozott ki kinek a partnere.)

Hényféleképp oszthatd egy 30 f6s osztaly hat, 6tf6s csapatra?

Egy moziban n széksor van, az egyes sorokban ki, ko, ..., k, szék. Hanyféleképp iiltethetiink le a teremben
m embert? Hat egy k székbél all6 sorba hanyféleképp iilhet le | hdzaspar, ha a parok egyméds mellé {ilnek?
Kovécs tr és neje négy méasik hdzaspart 1at vendégiil. Megérkezéskor a kozeli bardtok kezet fognak (a
nék is). Természetesen senki sem fog kezet a hdzastarsdval. Az este egy kés6bbi pillanatdban Kovécs ur
megkérdezi a jelenlévéket, hogy hédnyszor fogtak kezet, s erre csupa kiilonb6z6 vélaszt kap. Hany emberrel

fogott kezet Kovécsné? (*)

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szdm, akkor ¢(n) = n]],, , (1 — %) az n-nél kisebb, n-hez

relativ prim pozitiv egészek szama.

Igazoljuk, hogy 2019 tetszOlegesen megadott egész szambdl kivalaszthaté néhany ugy, hogy az Gsszegiik
2019 tobbszorose legyen.

A 65 {6s évfolyambdl néhény embernek (legaldbb egynek) el kell menni a kombi eléadédsra, néhdnynak
(legaldbb egynek) az évnyitéra, néhanynak (legaldbb egynek) meg a kocsméba, de ezek egyszerre vannak,
hényféleképpen tehetik ezt meg?

Igazoljuk, hogy tetszOleges n, k > 1 egészek esetén megadhaté olyan aq,aq, ..., a,; kiillonbozd szamokbdl
allé sorozat, amely nem tartalmaz sem n + 1 tagi novekedd, sem k + 1 tagt csokkeno részsorozatot.
Mennyi n elem fixpont nélkiili permutécidinak széma? (Azaz az olyan permutaciok szdma érdekel benniinket,
melyben semmilyen i € {1,2,...n} elemre sem teljesiil, hogy éppen az i. helyen dllna.) Ha ez az érték f(n),
akkor mennyi az f(n)/n! ardny limesze, ha n tart végtelenhez?

70 tolmdcs koziil barmely kettdre igaz, hogy mindketten ismernek olyan nyelvet, amit a masik nem. Osszesen
legaldbb hany nyelvet beszélnek? (*)

Egy n oldali konvex sokszog belsejében nincs olyan pont, amelyen a sokszog kettonél tobb atléja halad at.
Hény metszéspontja van a sokszog 4tléinak a sokszog belsejében? (*)

10 rablo egy rengeteg lakattal lezarhatd ladaba gytijti a rabolt kincset. Ijgy szeretnék a ladat lelakatolni,
és kiosztani a kulcsokat (egy lakathoz t6bben is kaphatnak kulcsot), hogy barmely 4 rablé ki tudja nyitni
a ladat, de ez semelyik 3 rablénak ne sikeriilhessen. Legalabb hany kiilonb6z6 lakatot kell | venniiikk” a
vasboltban, hogy ezt megtehessék? (*)



35. A HK 18 vezet$jébol hanyféleképpen lehet a gdlyatabor 9 f6s szervezébizottsdgat gy megvélasztani, hogy
a 7 bilintetett el6életil taghdl legfeljebb 3 kaphasson helyet a testiiletben?(*)

Hazi feladatok

1. a. Egy hosszi alaki asztalndl egymas mellett il6 n emberbél hanyféleképpen lehet olyan k-tagi bizottsagot
kijel6lni, amelybe nem keriilnek kozvetleniil egymds mellett 1il6 tagok? (*)
b. Ugyanaz, csak az n ember egy kor alakd asztalndl al. (*)

2. a. Az (x + y)'0 kifejtésében melyik tag egyiitthatéja a legnagyobb?
b. Az (2 + 3y)'% kifejtésében melyik tag egyiitthatéja a legnagyobb?
(A Kifejtés sordn elvégezzilk a beszorzdsokat és Osszevonjuk az azonos szorzatokat, tehdt minden tag
C;xiyt09=% alakot 6lt alkalmas i-re. A kérdés a C; egyiitthatékrdl szdl.)

Segitség: hasonlitsuk Ossze a szomszédos egylitthatdkat!



