Kombinatorika és grafelmélet I
Poétnyilthelyi, 2021. méjus 11, 13.30-16.00

Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfeleld részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az dtmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolédsi hibdért altaldban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

A megoldasokat kiildjék el 16.00 el6tt a geza@renyi.hu cimre! Kérem, olvashatéan irjanak,
aki kézzel, az viszonylag nagy betilikkel és mindenki minden oldalra irja ra a nevét!

Minden irott anyag hasznalhaté.

Az aldirdshoz 40%-ot kell elérni. J6 munkat!

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fiiggetlen élek maximédlis szdma, p(G): lefogd élek minim4lis

szama, a(Q@): fiiggetlen pontok maximalis szdma, w(G): klikkszam, x(G): kromatikus szdm, A(G): maximalis fokszdm.

1. Hany olyan fa van a vy, ..., v9 cstcsokon, ahol dy + ds + d3 = 47 (d; a v; cstcs fokszama)
A Priifer kédban minden csics sorszéama a fokszama —1-szer szerepel. 1 pont
Ezért di + d2 + ds = 4 akkor és csak akkor, ha az 1, 2, 3 dsszesen 1-szer szerepel. 4 pont
Szamoljuk 6ssze az ilyen Priifer kédokat. Ez egy 8 hosszii szdmsorozat, egy helyen az 1, 2, 3 valamelyike 4all, a t&bbi
7 helyen meg a 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamok valamelyike. 1 pont
Az 1, 2, 3 helyét 8-féleképpen vélaszthatjuk ki. Itt 3-féle szam &llhat. 2 pont
A t6bbi 7 hely mindegyikén 7-féle szam lehet. Tehét a vélasz 8 -3 - 77. 2 pont
2. AG gréf csucsal V1,...,030. Elei: V3;—2VU3;—1, U3;—2U3;, U3;—1V3;, 1= 1, 2, Cey 10. Legkevesebb

hany élt kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott grafnak legyen Euler kore?

Akkor, hogy legyen Euler kor, a grafnak izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefliggének kell lennie és minden fokszamnak
pérosnak kell lenni. A G graf 10 diszjunkt hdromszogbdl 4ll. Tehdt most 10 konponens van, izoldlt pont nincs, és minden

fokszdm péros. 2 pont
Tehat az Osszefiiggéség biztositdsira minden haromszogbdl kell inditanunk legaldbb egy élt. 2 pont
Viszont ha egy haromszogbdl csak egy élt inditunk, akkor valamelyik cstcs foka 3, vagyis paratlan lesz. Tehat minden
haromszogbdl legalabb két élt kell inditani. 2 pont
Vagyis sszesen legaldabb 10 élre van sziikség. 2 pont
Ennyi viszont elag is: Vegyiink egy-egy pontot mind a 10 haromszoghdl és adjunk hozza G-hez egykodrt ezeken a
pontokon. Ezzel a graf osszefiiggs lett és minden fokszdmnak péaros, tehat van Euler kor. 2 pont

3. Egy G(s,t,c) halézatban a maximélis folyam nagysaga 100. Ha most minden kapacitast
megnoveliink 1-gyel, a kapott G(s,t,c+ 1) hélézatban a maximadlis folyam nagysdga 120. Bi-
zonyitsuk be, hogy van olyan e él, amelynek az eredeti kapacitasa c(e) < 5.

A Ford-Fulkerson tétel szerint G(s,t, c)-ben a minimélis, S,T vdgas kapacitdsa 100. 1 pont
Tegylik fel, hogy ez a véagds k élbdl 4ll. Ekkor az S, T vdgas kapacitdsa G(s,t,c+ 1)-ben 100 + k. 3 pont
Viszont G(s,t,c+ 1)-ben a minimdlis vagas kapacitdsa 120. Tehat 100 + k > 120, vagyis k > 20. 3 pont
Teh4t az eredeti S, T vagas legaldbb 20 élbél all. G (s, t, ¢)-ben az Gsszkapacitdsuk 100. Tehét a legkisebb kapacitdstinak
a kapacitdsa legfeljebb 100/20 = 5. 3 pont



4. G cstcsal vy,...,v14, v; és v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha vagy (a) i — j
paratlan, vagy (b) |i — j| = 2, vagy (c¢) |i — j| = 12.
Hatdrozzuk meg a 7(G), a(G), v(G) és p(G) értékeket.

A G grafban a vivz, vsva,. .., vi3v14 élek egy teljes pdrositdst alkotnak, ebbél kovetkezik, hogy v(G) = 7. 4 pont
A Gallai tétel felhasznéldsdval azt kapjuk, hogy p(G) =14 —7=T7. 1 pont
Most hatdrozzuk meg a fiiggetlen pontok maximadlis szdmét o(G)-t. A graf két 7 hosszu kor, a paros illetve a pératlan
indexii csticsokon, és koztiik az Gsszes él be van huzva. Tehat egy fliggetlen ponthalmaznak nem lehet mind a két kéron
pontja. Vagyis az Gsszes pontot az egyik 7 hosszi korrél kell valasztanunk. Innen viszont nem valaszthatunk szomszédos
pontokat, tehét legfeljebb 3 pontot vélaszthatunk. Ezért o(G) = 3. 4 pont
Megint a Gallai alapjan 7(G) = 11. 1 pont

5. A G Osszefiiggd grafnak 2021 csticsa van, A(G) = 20. Bizonyitsuk be, hogy o(G) < 102.

Vegyiik észre, hogy G Osszefiiggd, nem pdratlan kor (hiszen akkor A 2 lenne) és nem teljes graf (mert akkor A 2020

lenne), tehat alkalmazhatjuk a Brooks tételt: x(G) < A(G) = 20. 5 pont
Szinezziik ki G-t (legfeljebb) 20 szinnel és legyen K a legnagyobb szinosztély. 3 pont
Ekkor |K| > 2021/20 tehét |K| > 102 és K egy fuggetlen ponthalmaz. Tehdt a(G) < 102. 2 pont

6. A G 100 cstcsu grafbol akarhogy elhagyunk 5 élt, a maradék graf sikgraf. Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < 5.

Ha G-ben minden pont foka legfeljebb 4, vagyis A(G) < 4, akkor x(G) < A(G) + 1 < 5, tehat kész vagyunk. 3 pont

Tehat tegyiik fel, hogy A(G) > 5. Legyen v egy legalabb 5-fok csics. Hagyjunk egy 5, v-re illeszkedd élt. 3 pont

A megmaradt gaf sikgraf a Négyszinetétel alapjan kiszinezhet6 4 szinnel. Ezutdn adjunk v-nek egy 6tddik szint. fgy
nyugodtan visszatehetjiik az 6t elhagyott élt. 4 pont



