Kombinatorika és grafelmélet I
Nyilthelyi, 2021. majus 7, 10.00-12.30

Javitokules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd de helyes megoldasokért teljes pontszdmok, részmegolddsokért
pedig az utmutatdébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altalaban

(hibéanként) 1 pontot vonunk le.

A megoldasokat kiildjék el 12.30 el6tt a geza@renyi.hu cimre! Kérem, olvashatéan irjanak,
aki kézzel, az viszonylag nagy betiikkel és mindenki minden oldalra irja ra a nevét!

Minden irott anyag hasznalhaté.

Az aldirdshoz 40%-ot kell elérni. J6 munkat!

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fiiggetlen élek maximédlis szdma, p(G): lefogd élek minim4lis

szdma, a(QG): fiiggetlen pontok maximalis szdma, w(G): klikkszam, x(G): kromatikus szdm, A(G): maximalis fokszdm.

1. Egy 39 csucsu faban a csicsok fokszamai csak két kiilonbozo értéket vesznek fel, minden
fokszam vagy d; vagy dy. Mik a lehetséges (d, dy) szédmpéarok? Minden lehetséges szdmpérhoz
adjunk is egy megfelel6 fat.

Legyen F' egy ilyen fa. Az egyik fokszdm nyilvan az di = 1 lesz, hiszen minden fanak van levele. 2 pont
A miésik fok do. Tegyiik fel, hogy k darab levél és 39 — k darab d2 fokd csics van. Mivel F-nek 38 éle van és a
fokszdmok Gsszege az élek szdmdnak a dupldja, k + d2(39 — k) = 76. 2 pont
Tehat (d2 — 1)k = 37, vagyis d2 — 1 osztéja 37-nek. 2 pont
Szerencsére 37 primszam, ezért ds lehetséges értékei 2 és 38. 2 pont
Mind a kétt6 tényleg lehetséges, d2 = 2 esetén F egy tut, do = 38 esetén meg csillag. 2 pont
2. A G graf cstcsai vy, ..., vi00 és u. Az u csics minden v;-vel 6ssze vannak kotve, a v; és v;

csucsok pedig akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha |i — j| = 1 vagy 99. (Vagyis G egy 100
csicesi kor és egy pont ami a kor minden pontjaval dssze van kotve.) Legkevesebb hany élt kell
elvenni G-bél, hogy ne legyen Hamilton kore?

G-ben van Hamilton kor, példaul vy, ve, ..., vi00, u. 2 pont

Vegyiink el egy élt. Két esetet kell megkiilonboztetni, hogy egy v;u élt hagyunk el, illetve egy v;vi4+1 élt. (Az indexeket
modulo 100 értjiik, tehdt vi = vi01, vo = v100.) 2 pont

Ha egy v;u élt hagyunk el, akkor vi,va, ..., vit1, Uvit2,...v100 egy Hamilton kor.

Ha egy v;v;41 élt, akkor vi,va, ..., v, uvit1,...v100 egy Hamilton kor. 4 pont

Ha viszont példaul a vivs és viu éleket hagyjuk el, akkor v; foka 1 lesz, tehdt nem lesz Hamilton kor. Tehat a vélasz
2. 2 pont

3. Egy G(s,t,c) halézatban minden él kapacitdsa z, kivéve az uv élt, amelynek 1 a ka-

pacitdsa. Minden x > O-ra (x nem feltétleniil egész) legyen M (z) a maximalis folyam nagysaga
G(s,t,c)-ben. Tudjuk, hogy M(1) =2, M(2) = 3, hatarozzuk meg M (100)-at.

Kétféle vagast kell megkiilonboztetniink, aszerint, hogy wv benne van, vagy nincs. Az elsé fajtdk koziil legyen a
legkisebb kapacitdsa ax + 1, ahol a nyilvdn egész. A madsodik fajtak koziil legyen a legkisebb kapacitdsa bz, ahol b is
nyilvan egész. 2 pont



Tehét a Ford-Fulkerson tétel alapjan M (z) = min(ax + 1, bz). 2 pont

Mivel 3 = M(2) = min(2a + 1,2b), és a, b egészek, 3 = 2a + 1, tehdt a = 1. 2 pont
Mivel 2 = M(1) = min(a + 1,b), és a = 1, 2 = min(2, b), tehat b > 2. 2 pont
Tehét M (100) = min(100a + 1,100b) = min(101, 100b) = 101, mert 100b > 200. 2 pont
4. G csucsal vy, ..., v, v; és v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha vagy (a) i — j

paratlan, vagy (b) |i — j| = 2, vagy (c) |i — j| = 12.
Bizonyitsuk be, hogy G pontdsszefiiggdségi szdma, k(G) = 9.

Lathatd, hogy minden pont foka 9, tehat x < 9. 4 pont
A graf két 7 hosszu kor, a péaros illetve a paratlan indexii csiicsokon, és koztiik az Gsszes él be van hizva. Prébaljunk
elvenni 8 cstcsot a grafbél. Ha marad paros és paratlan indexti csics is, akkor a megmaradt graf 6sszefliggo lesz, mert a
péros és a paratlan index(i csticsok kozott az Gsszes €l be van hizva. 3 pont
Tegytik fel, hogy az egyik osztalyt, mondjuk a paratlan indexi csicsokat mind elvettiikk. Ekkor mar csak egy paros
index{ cstcsot vehetiink el. De a paros index(i csticsok egy 7 hosszi kort feszitenek, tehat maradni fog egy 6 hosszu 1t,
ami Osszefliggs. Ezért k = 9. 3 pont

5. A G gréfnak 2021 csticsa van, A(G) = 100. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) < 2000.

Mivel x(G) < A(G) +1, x(G) < 101. 3 pont
Szinezziik ki G-t 101 szinnel. A legnagyobb szinosztily legyen S. |S| > 2021/101 tehat |S| > 21. 3 pont
Vegyiik a G Osszes csucsat, kivéve S pontjait. Ezek egy L lefogé ponthalmazt alkotnak, hiszen S-en beliil nincs él.

2 pont
s |L] < 2021 — 21 = 2000, tehat 7(G) < 2000. 2 pont

6. A G 100 cstcsu grafbdl akarhogy elhagyunk 2 cstcsot, a maradék graf sikgraf. Bizonyitsuk
be, hogy x(G) < 5.

G nem lehet teljes graf, mert a 100 csicsu teljes grafbdl elhagyva két cstcsot, a 98 csicsu teljes grafot kapjuk, ami

nem sikgraf. 2 pont
Tehat léteznek olyan u, v csicsok, amelyek nem szomszédosak. 2 pont
Hagyjuk el G-b8l az u es v cstcsokat. A feltétel szerint a kapott G’ graf sikgraf. 2 pont
A Négyszintétel szerint G’ csticsai kiszinezhetdk 4 szinnel. 2 pont
Az u és v csucsoknak pedig adhatunk egy 6t6dik szint, mivel nem szomszédosak. 2 pont



