Kombinatorika és grafelmélet 1.
9. gyakorlat, 2021. aprilis 12-13.
Kromatikus szdam

x(G): G kromatikus szdma, G cstcsainak a kiszinezéséhez szitkséges szinek minimélis szdma. (Ugy, hogy
barmely két Osszekotott pont kiilonbozé szini.)

A(G): maximélis fokszdm G-ben. w(G): G klikkszdma, a legnagyobb teljes részgraf mérete.
Minden G grifra w(G) < x(G) < A(G) + 1.
Brooks tétel: Ha G osszefiiggd, nem teljes graf és nem pdratlan kor, akkor x(G) < A(G).

gyenge Brooks tétel: Ha G Gsszefliggd és nem reguléris, akkor x(G) < A(G).

Minden pozitiv egész k ra létezik olyan Gy, graf, melyre w(Gy) = 2, és x(Gg) = k.

Zykov konstrukcio: Legyen Zs a teljes két cstcsu graf. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk a Zj grafot.
Legyen Zj41 a kovetkezo graf. Vegyiik Zj k darab diszjunkt példanyat. Ezek utan minden lehetséges mdédon
valasszunk ki egy-egy csicsot mindegyik példanybdl, vegyiink fel ehhez a k-ashoz egy 1j cstcsot, es kossiik Gssze
a k-as elemeivel. Ekkor minden k-ra w(Zy) =2 és x(Zx) = k.

Shift graf: Legyen m > 1 rogzitett. Legyenek S, csicsai az (i, ) szdmpérok, ahol 1 < i < j < m. Két cstcs,
(i,7) és (a,b) Ossze van kotve G-ben akkor és csak akkor, ha j = a vagy ¢ = b. Ekkor minden m-re w(S,,) = 2 és

X(Sm
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) > log, m.

Van-e a Z;, Zykov grafnak Hamilton-kore?

(Mycielski konstrukecid) Legyen My = Ko. Tegyiik fel, hogy k > 2 és mér meghatdroztuk az M Mycielski
gréfot. Legyenek My cstcsai v1,v2,...,0m. Az My graf csicsai v1,vo, ..., Um, U1, U, .., Um €8 w. A
V1, V2,. .., U, csucsok éppen az My Mycielski grafot feszitik, az uy,uso, ..., u,, csicsok kozott nincs él, egy

u; és egy v; csicsot pontosan akkor kotiink 6ssze, ha v; és v; Ossze van kotve. Végiil pedig w-t kossiik dssze
az Ui, Us, ..., Uy csucsokkal. fgy kaptuk az My Mycielski grafot.

a. Bizonyitsuk be, hogy tetszleges k-ra w(My) = 2, vagyis My nem tartalmaz hiromszoget.

b. Bizonyitsuk be, hogy minden k-ra x(My) = k.

A Mycielski konstrukciéval megkapott Gy, grafok koziil melyek tartalmaznak Euler-korsétédt, és melyeknek
van Hamilton-koriik?

Van-e az (ZL) ponti Sy, shiftgrafnak Euler-korsétaja?

5. Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamat!

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges G grafra |E(G)| > (X(2G)).

7. Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-b&l gy kapunk, hogy K minden

10.

pontjat Osszekotjitk H minden pontjdval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K),x(H)} ill. x(G") =
X(H) + x(K).

Legyenek G1 = (V, E1),Gs = (V, Es) tetszOleges véges grafok és legyen G = (V, Ey U Es). Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Legyenek G csicsai az 1,2,...,2" — 1 szamok, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik
osztdja a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szdma?

Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az {gy meghatdrozott G graf
X(G) kromatikus szdma?
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Legyenek a G graf csucsai a sakktabla mez6i. Két mezé kozt akkor fusson él, ha a huszdr (béstya, futd,
kirdly) egy lépésben az egyik mez6r6l a masikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szdma?

Adott a sikon &ltaldnos helyzetii egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem halad 4t
egy ponton és nincs koztiik két parhuzamos). Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek metszéspontjai,
két cstcs akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast koveté metszéspontok. Mutassuk meg, hogy
x(G) <3.

Mutassunk olyan 6 csticsi G grafot, aminek nincs Ky részgrafja, de G mégsem szinezhet6 ki 3 szinnel.

Mutassuk meg, hogy minden G grafra, ha a mohé szinezést megfelel6 cstcs-sorrendben végezziik, akkor
optimélis szinezést ad, azaz x(G) szinnel szinezi ki G-t.

s

Mutassuk meg, hogy tetszleges G graf x(G) szinnel torténd tetszéleges szinezésében barmely szinosztaly-
nak van olyan v csicsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

Igazoljuk, hogy tetszéleges irdnyitatlan G gréfnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz y(G) éli
iranyitott utat.

Igazoljuk, hogy tetszéleges n csticsi, egyszerti G grafra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy x(G) + x(G) <n+ 1. (*)
Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3 szin.

Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkezd siktartoményok sakk-
tablaszertien kiszinezhetoek.

Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsiggal, hogy az Osszes orszaghatart
be lehet jarni gy, hogy minden orszaghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulédsi pontba érkeziink
vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetOk tgy, hogy szomszédos
orszagok szine kiilénbo6zé legyen.

(*) Tegyiik fel, hogy az n csticsii G graf egyértelmiien 3-szinezhetd, azaz barmely két 3-szinezésében ugyana-
zok a szinosztalyok. Bizonyitsuk be, hogy G-nek legaldbb 2n — 3 éle van.

Legyenek a G (végtelen) graf csicsai a sik pontjai, két csics akkor és csak akkor van osszekotve, ha
egységtavolsdgot hatdroznak meg. Bizonyitsuk be, hogy 4 < x(G) < 7.

X(G) meghatdrozasa a hires Hadwiger-Nelson probléma, x(G)-t szokds a sik kromatikus szdménak is hivni.
A legjobb ismert korldtok: 5 < x(G) < 7.

Hazi feladatok
1. Hatdrozzuk meg az olyan n cstcst G grafok élszdamdnak a maximumdt, amelyekre x(G) < 3.

2. Igaz-e, hogy minden egyszer(i G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik szinosztaly
a(@G) cstcsot tartalmaz?

3. A G graf cstcsai vy, ..., v100. A v; és v; csicsok akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha 1 < |i —j| < 3
vagy |i — j| = 16. Hatdrozzuk meg x(G)-t, G kromatikus szdmat.



