Kombinatorika és grafelmélet 1.
9. gyakorlat, 2021. aprilis 12-13.
Kromatikus szdam

Tudnivalok

X(G): G kromatikus szdma, G csicsainak a kiszinezéséhez sziikséges szinek minimélis szdma. (Ugy7 hogy
barmely két 6sszekotott pont kiilonbozé szini.)

A(G): maximélis fokszdm G-ben. w(G): G klikkszdma, a legnagyobb teljes részgraf mérete.

Minden G grifra w(G) < x(G) < A(G) + 1.

Brooks tétel: Ha G osszefiiggd, nem teljes graf és nem pdaratlan kor, akkor x(G) < A(G).

gyenge Brooks tétel: Ha G 6sszefliggd és nem reguléris, akkor x(G) < A(G).

Minden pozitiv egész k ra létezik olyan Gy graf, melyre w(Gy) = 2, és x(Gk) = k.

Zykov konstrukcio: Legyen Zs a teljes két csucsu graf. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk a Zj gréafot.
Legyen Zj,1 a kovetkezo graf. Vegyik Zj k darab diszjunkt példanyat. Ezek utdn minden lehetséges médon
valasszunk ki egy-egy csicsot mindegyik példanybdl, vegyiink fel ehhez a k-ashoz egy 1j csucsot, es kossiik Gssze
a k-as elemeivel. Ekkor minden k-ra w(Zy) = 2 és x(Zx) = k.

Shift graf: Legyen m > 1 rogzitett. Legyenek S, cstcsai az (i, j) szdmpdrok, ahol 1 <14 < j < m. Két csics,
(i,7) és (a,b) Ossze van kiotve G-ben akkor és csak akkor, ha j = a vagy ¢ = b. Ekkor minden m-re w(S,,) = 2 és
X(Sm) > logy m.

1. Van-e a Zj Zykov grafnak Hamilton-kore?

Megoldds: Zz-nek nyilvan nincs, Zs-nak meg van. Legyen k > 3 és legyen ny Zj, pontjainak a szadma.
Hagyjuk el a Zi-ban levd k — 1 darab Z,_j-et, ez (k — 1)ng—; pont. Maradt nZ:% izolalt pont. Viszont
an > (k — 1)ng—1 mivel nﬁj > (k —1). (Sokkal nagyobb. Mar abbdl is 1atszik, hogy ni_1 > ng = 8 és

k > 3.) Tehdt nincs Z-nak Hamilton kore.

2. (Mycielski konstrukeid) Legyen My = Ks. Tegyiik fel, hogy k > 2 és médr meghatdroztuk az My, Mycielski
gréfot. Legyenek M} cstcsai v1,v2,...,0m. Az Myiq graf csicsai v1,ve, ..., Um, U1, U2, .., Um €8 w. A
V1,V2,. .., Uy, csucsok éppen az My Mycielski grafot feszitik, az uy,uso, ..., u,, csicsok kozott nincs él, egy
u; és egy v; csicsot pontosan akkor kotiink ossze, ha v; és v; Ossze van kotve. Végiil pedig w-t kossiik 6ssze
az U1, Uz, . . ., Uy, cstcsokkal. Igy kaptuk az Mj, Mycielski grafot.

a. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges k-ra w(My) = 2, vagyis My nem tartalmaz hiromszoget.
b. Bizonyitsuk be, hogy minden k-ra x(My) = k.

Megoldds: Ez benne van a tankdnyvben (Katona-Recski-Szabd), jegyzetben (Fleiner), meg még 1000 helyen.
3. A Mycielski konstrukciéval megkapott Gy gréfok koziil melyek tartalmaznak FEuler-korsétat, és melyeknek

van Hamilton-korik?

Megoldds: Euler: My = Ks-ben nyilvan nincs. M3 = Cs, 5 hosszu kor, ennek van. Konnyen latszik, hogy
| M| = 2|My—1| + 1, paratlan, ha k > 3, és amikor M-t konstrudljuk, w foka éppen |Mj_1|, paratlan, ha
k > 4, tehat nincs benne Euler kor.

Hamilton: My = Ks-ben nyilvan nincs. M3 = C5, 5 hosszi kor, ennek van. Innen pedig viszonylag konnyen
latszik indukciéval, hogy minden k > 3-ra Mg-nak van Hamilton kore.

4. Van-e az (”;) pontu S,, shiftgrafnak Euler-korsétaja?

Megoldds: Sa-nek nyilvéan nincs. Ha m > 3, akkor a (2,m) csics fokszdma 1, egyetlen szomszédja az (1,2).
Tehat nincs.
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Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamat!

Megoldds: 1. Van benne 5 hosszu kor, igyhogy x > 3. Viszont 3 szinnel konnyedén ki lehet szinezni, kérben
1,2,3,1,2,3,1,2. Vagy: a graf 3-regularis, ezért a Brooks tétel alapjan y < 3.

2. Van benne haromszog, tehat x > 3. Prébaljuk meg kiszinezni 3 szinnel: feltehetjiik, hogy az egyik cstics
1 szinfi, a mellette levo 2 szinii. Ekkor a kovetkezd csak 3 szinti lehet, az utdna kovetkezo csak 1 szini
lehet, és igy tovébb, de mire korbe ériink, (mivel 8 nem oszthaté 3-mal) nem j6l fejezddik be a szinezés.
Tehat 3 szin nem elég. 4 szinnel viszont gyerekjaték kiszinezni: 1,2,3,4,1,2,3,4.

3. x > 3 mert tartalmaz haromszoget. Prébaljuk meg 3 szinnel kiszinezni. Feltehetjiik, hogy a kozépsé
hérom pont szine 1,2,3. Mondjuk a fels6 az 1 szinii. Ekkor a jobb fels6 2 vagy 3 sziniti. Mindkét esetben
csak egyféleképpen szinezhetjiik ki a tobbi cstcsot, de az is rossz lesz. 4 szin viszont elég, konny kiszinezni,
meg ott van a jo oreg Brooks tétel is.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges G grafra |E(G)| > (¥V).

Megoldds: Vegyiik egy szinezését a grafnak az 1,2,...,x(G) szinekkel. Barhogy vesziink két szinosztélyt,
kell, hogy fusson koziik él, ellenkez6 esetben egyesithetnénk a két szint és kapnank egy jé szinezést x(G) —1
szinnel. Ez legalabb (X)) kiilonbozé €él, tehat |E(G)| > (X().

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bdl gy kapunk, hogy K minden
pontjat Osszekotjitk H minden pontjdval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K),x(H)} ill. x(G") =
X(H) + x(K).

Megoldds: 1. Nyilén kell legalabb max{x(K), x(H)} szin. Ennyi elég is, mert a két komponensben nyugodtan
hasznalhatjuk ugyanazokat a szineket.

2. Ttt K-ben és H-ban csupa kiilonb6z6 szint kell haszndlnunk. K-hoz legaldbb x(K) szint, H-hoz legaldbb
X(H) szint, tehét Gsszesen legaldbb x(K) + x(H) szint.

Legyenek G1 = (V, E1),Gs = (V, Es) tetszOleges véges grafok és legyen G = (V, Ey U Es). Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Megoldds: Legyen ¢; Gi szinezése x(G1) szinnel, co Go szinezése x(G2) szinnel. Most legyen minden v

cstcsra v szine (c¢1(v),ce(v)). Minden G-beli él Gy-ben vagy Ga-ben van, ezért ha u és v szomszédosak
G-ben, akkor (c1(u),ca(u)) # (c1(v), ca(v)). Tehét ez egy jé szinezés x(G1)x(G2) szinnel.

Legyenek G csucsai az 1,2,...,2" — 1 szamok, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik
osztéja a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Megoldas: Az 1,2, o 27~ csticsok egy klikket alkotnak, tehat x > n. De n szin elég is: minden 0 < i < n—1-
re szinezziik ki a 2¢ és 2! — 1 kozti szdmokat az i + 1-ik szinnel.

Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az igy meghatdrozott G gréaf
X(G) kromatikus szdma?

Megoldds: Barmelyik 8 egymdés utani szam klikket alkot, tehat y > 8. Viszont 8 szin elég, szinezzuk
periodikusan. (i szine legyen ¢ mod 8)

Legyenek a G graf csicsai a sakktdbla mezdi. Két mezd kozt akkor fusson él, ha a huszdr (bdstya, futd,
kirdly) egy lépésben az egyik mez6rdl a mésikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szdma?

Megoldds: L6: Egy szin nyilvan nem eleg, 2 igen, a standard sakktabla-szinezés jo.

Béstya: Egy oszlop (vagy sor) egy klikket alkot, ezért x > 8. Ennyi szinnel ki is lehet szinezni, legyen az
(i,7) mezd szine i + j mod 8.
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Futé: Egy f6atlé klikket alkot, tehat xy > 8. Ennyi szin viszont elég: szinezziink minden oszlopot mas
szintre.

Kiraly: Az Al, A2, B1, B2 mezOk egy 4-es klikket alkotnak, tehat x > 4. Ennyi szinnel ki is lehet szinezni,
legyen az (i, ) mezd szine (i mod 2, j mod 2).

Adott a sikon &ltaldnos helyzetii egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem halad 4t
egy ponton és nincs koztiik két parhuzamos). Legyenek a G graf cstcsai ezen egyenesek metszéspontjai,

két cstcs akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast koveté metszéspontok. Mutassuk meg, hogy
x(G) <3.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy nincs az egyenesek kozt fliggdleges. Szinezziink a szokdsos mohé modszerrel,
balrdl jobbra, vagyis a metszéspontok z-koordindtaja szerinti sorrendben. Minden aktuélis metszéspontnak
(csticsnak) csak két kiszinezelt szomszédja van, ezért 3 szin elég lesz.

Mutassunk olyan 6 csucsu G gréafot, aminek nincs Ky részgrafja, de G mégsem szinezhet6 ki 3 szinnel.
Megoldds: Cs és egy pont, ami ezzel az 6t ponttal 6ssze van kotve.

Mutassuk meg, hogy minden G grafra, ha a mohé szinezést megfelel6 cstcs-sorrendben végezziik, akkor
optimélis szinezést ad, azaz x(G) szinnel szinezi ki G-t.

Megoldds: Vegyiink egy szinezést az 1,2, ..., x(G) szinekkel. Ha valamilyen i-re van olyan i-szin{i pont, amit
atszinezhetlink kisebb szintire, akkor ne habozzunk, szinezziik at. Ezt ismételjiik, amig el nem akadunk.
(Minden lépésben csokken a pontok szineinek az Gsszege, tehdt egyszer elakadunk.) Ezt a K (Kedvenc)
szinezést tekintve, rakjuk sorba a pontokat emelked6 (nem csokkend) szin sorrendben. Ebben a sorrendben
mohon szinezve éppen a K (Kedvenc) szinezést fogjuk visszakapni.

Ez a pontokra vonatkozé indukciéval lathaté. Ha a v csicsot szinezziik éppen, és az indukcids feltevés
alapjan a mar kiszinezett csiicsok épp a Kedvenc szinezés szerint vannak szinezve, akkor v-t mindenképpen
ki tudjuk szinezni a Kedvenc szerinti szinére. Ha ennél kisebb szint is kaphatna, akkor a Kedvenc szinezésben
is v atszinezhettiik volna egy kisebb sziniire, ami ellentmont a Kedvenc szinezés vélasztasanak.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G graf x(G) szinnel torténd tetszéleges szinezésében barmely szinosztaly-
nak van olyan v cstcsa, hogy v-nek minden maés szinosztalyban van szomszédja.

Megoldas: Tegylik fel, hogy a libazold szinosztaly minden csiicsahoz van olyan szin, amilyen szinli szomszédja
nincsen. Ekkor minden egyes libazold csticsot atszinezhetiink arra a bizonyos hianyzé szinre. Példaul, ha a
v libazold csticsnak nincs epesarga szomszédja, akkor szinezziik at v-t libazoldrol epesargara. Ez tovabbra
is egy jo szinezés. fgy meg tudtuk sziintetni a libazold szinosztalyt, ami ellentmondés, mert egy optimalis
szinezésbol indultunk ki.

Igazoljuk, hogy tetszéleges irdnyitatlan G gréfnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz y(G) éli
irdnyitott utat.

Megoldas: Szinezzik ki G-t az 1,2, ..., x(G) szinekkel és minden élt irdnyitsunk a nagyobb sorszamu szinnel
rendelkez6 cstcs felé.

Igazoljuk, hogy tetszileges n csticsi, egyszerli G grafra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyftsuk be, hogy x(G) + x(G) <n+ 1. (¥)
Megoldas: 1. Szinezziik ki G-t x(G) szinnel, legyen egy tetszéleges v cstics szine c(v). Szinezziik ki G-t x(G)
szinnel, legyen egy tetszdleges v csics szine ¢(v). Most vegylik a GUG = K, teljes graf kovetkez6 szinezését:

legyen egy tetszéleges v cstcs szine (¢(v),¢(v)). Ez egy j6 szinezés, x(G)x(G) szinnel, mert minden él két

végpontjan vagy c¢, vagy ¢ kiillonbozik. Viszont x(K,,) = n, ezért x(G)x(G) > n.

2. Indukciéval bizonyitunk n-re, n = 1,2 esetekben az allitds trividlis. Legyen n > 2 es tegyiik fel, hogy
kisebb értékekre mér belattuk az allitdst. Legyen v az egyik csics. Az indukcids feltevés szerint x (G \ v) +
X(G \ v) < n. Adjuk hozzd mindkét grafhoz v-t. Ezzel mindkét graf kromatikus szdma legfeljebb eggyel
nétt. Ha legfeljebb az egyik graf kromatikus szama nétt, akkor x(G)+x(G) < x(G\v)+x(G\v)+1 < n+1
és kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy mindkettéé nétt. Ekkor is készen vagyunk, ha x (G \v)+x(G\v) < n—1.
Tehét tegyiik fel azt is, hogy x(G \ v) + x(G \ v) = n. Ekkor v foka G-ben legaldbb x(G \ v), és v foka
G-ben legalabb x(G \ v), vagyis v foka dsszesen legaldbb n, ami ellentmondds, mert egy n csticst grafban
vagyunk, v foka Osszesen n — 1.



18. Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3 szin.

Megoldds: Egy orszag, koriilvéve 5 orszaggal, amik egy 5 hosszu kort alkotnak, konnyen megvalésithato,
ennek kromatikus szdma 4.

19. Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkez6 siktartomanyok sakk-
tablaszertien kiszinezhetoek.

Megoldas: 1. Vegyiik be egyesével az egyeneseket. Amikor bevesziink egy 1j egyenest, akkor az egyik oldalan
minden pont (vagy tartomény) szinét véltoztassuk az ellenkezdjére.

2. Tegytik fel, hogy nincs az egyenesek kozott fliggbleges. Egy tetszOleges p pont szine legyen fehér, ha
alatta paros sok egyenes van, és fekete, ha péaratlan sok.

20. Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszdgok rendelkeznek azzal a tulajdonsiggal, hogy az Osszes orszaghatart
be lehet jarni gy, hogy minden orszaghataron egyszer haladunk végig, és a kiinduladsi pontba érkeziink
vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezheték tgy, hogy szomszédos
orszagok szine kiilénbo6zé legyen.

Megoldds: 1. Vegyiik ezt a zart v gorbét, amely végighalad minden orszaghataron egyszer. Egy tetszéleges
p pont szine legyen fehér, ha a v gorbe péaros sokszor keriili meg, és fekete, ha paratlan sokszor.

2. A t6bbszoros hatarpontokat csicsnak, a hatarvonalakat élnek tekintve, a feltétel szerint az kapott grafnak
van Euler kore. Egy Euler kor korok éldiszjunkt uniéja. A koroket egyesével vegyiik be, és a belsejében
mindig invertdljuk a szinezést.

21. (*) Tegylik fel, hogy az n csticsi G graf egyértelmiien 3-szinezhetd, azaz barmely két 3-szinezésében ugyana-
zok a szinosztalyok. Bizonyitsuk be, hogy G-nek legaldbb 2n — 3 éle van.
Megoldds: Vegyiink egy 3-szinezést, piros, fehér, zold szinekkel, legyen x, y, z a hdrom szinoszily mérete.
Vegylik észre, hogy barmely két szinosztdly Osszefliggé grafot feszit, kiilonben az egyik komponensben

megcserélhetnénk a két szint. Ezért a piros-fehér élek szama legaldbb x 4+ y — 1, a piros-zold éleké legalabb
x + z — 1, a fehér-zold éleké legalabb y + z — 1, Osszesen legaldbb 2x + 2y 4+ 2z — 3 = 2n — 3 éliink van.

22. Legyenek a G (végtelen) graf csicsai a sik pontjai, két cstcs akkor és csak akkor van &sszekotve, ha
egységtavolsdgot hatdroznak meg. Bizonyitsuk be, hogy 4 < x(G) < 7.

X(G) meghatdrozasa a hires Hadwiger-Nelson probléma, x(G)-t szokds a sik kromatikus szdménak is hivni.
A legjobb ismert korldtok: 5 < x(G) < 7.

Megoldds: Ez nagyon sok helyen megtalalhatd, pl a wikipedian, igyhogy nem érdemes ideirni a megoldast.

Hazi feladatok
1. Hatdrozzuk meg az olyan n cstcst G grafok élszamdnak a maximumdt, amelyekre x(G) < 3.

2. Igaz-e, hogy minden egyszer(i G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik szinosztaly
a(G) cstcsot tartalmaz?

3. A G graf cstcsai vy, ..., v100. A v; és v; csicsok akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha 1 < |i —j| < 3
vagy |i — j| = 16. Hatdrozzuk meg x(G)-t, G kromatikus szdmat.



