Kombinatorika és grafelmélet 1.

8. gyakorlat, 2021. marcius 29-30.
gorog betik, Konig, Gallai, Tutte

Tudnivalék

a(@G): fiiggetlen pontok maximalis szdma; 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma;

v(Q): fiiggetlen élek maximadlis szdma; p(G): lefogd élek minimélis szdma.

Kénig tétel: (a) Ha G péaros graf, akkor v(G) = 7(G). (b) Ha G péros és nincs izoldlt pontja, akkor a(G) =
p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G-ben nincs hurokél (de nem feltétlentil paros graf) akkor 7(G) + «(G) = n ahol n G
cstcsainak a széma. (b) Ha G—ben nincs izoldlt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G) + p(G) = n ahol
n G csicsainak a szama.

Ha X a G = (V, E) gréf csucsainak részhalmaza akkor N(X) :={v € V : 3z € X : vz € E} az X halmazbeli
pontok szomszédsagédnak unidja.

Frobenius tétel: Legyenek A és B a G péaros graf szinosztdlyai. Pontosan akkor létezik G-nek teljes parositasa,
ha |A| = |B| és az A szinosztély pontjainak tetszdleges X részhalmazdra | X| < |N(X)].

Hall Tétel: Pontosan akkor létezik G-nek A-t fed6 parositdsa, ha az A szinosztily pontjainak tetszoleges X
részhalmazdra | X| < |N(X)].

Tutte tétel: A G véges grafban pontosan akkor 1étezik teljes parositas, tetszbleges X csiicshalmazra G — X-nek
legfeljebb | X | paratlan komponense van: ¢,(G — X) < |X| VX C V esetén.
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1. Hatérozzuk meg az aldbbi grafokban a 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Megoldas: 1. Mar lattuk az el6z6 feladatsorban, hogy v = 5, mivel paros graf, nincs izoldlt pont, hurokél,
alkalmazhatjuk Konig és Gallai tételeit, T =v =5, p=12—v =7, a=12—7=T.

2. A grafnak 11 csticsa van és tartalmaz 5 fiiggetlen élet (dbra) tobb meg nem lehet, mert 6 figgetlen élnek
méar 12 végpontja lenne. Tehat v = 5. Ebbdl, Gallai tétele alapjan p = 11 — 5 = 6. Sajnos a Koéniget nem
alkalmazhatjuk, mert nem paros a graf. Ha fliggetlen ponthalmazt akarunk kivalasztani és a k6zépsé pontot
bevessziik, akkor a t&bbi a kiilsé 5 hosszu korrol van, de onnan legfeljebb 2-t valaszthatunk. Ha nem vessziik
be a kozépsot, akkor kivehetjiik a szomszédait, ez 5 pont. Tobbet ekkor sem valaszthatunk, mert az 5 fiiggetlen
él (dbra) mindegyikének csak az egyik végét vélaszthatjuk. Tehdt o = 5, és a Gallai miatt 7 = 6.

3. Itt v = 5, ennyi fiiggetlen él van (dbra), tobb meg nem fér el, mert 10 cstics van. Tehdt p = 5 (Gallai). Ha
fliggetlen ponthalmazt akarunk kivalasztani, a kiils6 korrél is legfeljebb 2 pontot valaszthatunk és a belsorol
is. Ennyit lehet is (dbra). Gallai alapjan ekkor 7 = 6.
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. Legyen V(G) = {v1,v2,...,v2004}. A v; és vj (i # j) cstcsok kozott akkor menjen él, ha ¢ + j hdrommal

osztva 1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg a(G), v(G), p(G) és 7(G) értékeit.

Megoldds: Csoportositsuk a pontokat az indexiik 3-as maradéka szerint: Vy, Vi, Vo, mindharomban 668 cstcs
van. A Vp és Vi kozott egy teljes péros graf van (Vo és Vi kozott minden él be van hizva), a V5 pedig egy
teljes grafot feszit (Va-n beliil minden él be van huzva). Nézziik kiilon elészor a Vy és V; kozotti egy teljes
paros gréafot. Itt v = 7 = a = p = 668. Most nézziik a V5 altal feszitett teljes grafot. Itt v = 334, p = 334,
T =667, a = 1. A megfelelé paramétereket Gsszeadva: v(G) = 1002, p(G) = 1002, 7(G) = 1335, a(G) = 669.

. Legyen V(H) = {vi,v2,...v74}. A v; és v; (i # j) csticsok kozott akkor menjen él, ha i + j és 74 relativ
primek. Hatdrozzuk meg az o(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Megoldas: A {6 megfigyelés: ez egy péaros gréaf, mert ha i + j és 74 relativ primek, akkor i 4+ j paratlan.
Tehat minden él egy parost és egy paratlant kot Ossze. Ezért a Gallain kiviil a Ko6niget is alkalmazhatjuk.
Minden 1 <4 < 37-re v; és v75_; szomszédosak, hiszen 75 és 74 relativ primek. Ezek az élek pedig egy teljes
pdrositast alkotnak. Ezért v(G) = 37. Ennek alapjan a Kénig és Gallai tételekbdl azt kapjuk, hogy mind a
négy paraméter 37.

. Legyen G egy 2n pontu graf, mely egy 2n — 1 ponti L utbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden pontjaval
Gssze van kétve. Mennyi 7(G)?

Megoldds: A grafnak 2n pontja van és van Hamilton kore, tehdt van nfiiggetlen éle (vagyis teljes parositdsa).
Tehat v = n, ezért 7 > n. Viszont n ponttal le is lehet fogni az éleket, vegyiik minden masodik pontot a
Hamilton koron, de gy, hogy a ¢ pont is koztiik legyen. Tehdt 7 = n.

. Léssuk be, hogy egy n ponti egyszerli G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K,,.
Megoldds: Az vildgos, hogy 7(K,,) = n — 1: ennyi pont lefogja az Osszes élt, n — 2 pontot valasztva viszont
lesz nem lefogott él, a kimaradé 16t pont kozott. Tegyiik fel, hogy G # K,,. Ekkor van két nem szomszédos

csucsa, mondjuk x és y. Viszont ekkor a tobbi n — 2 csiics lefogja az sszes élt, tehat 7 < n — 2, semmiképpen
sem n — 1.

. Keressiink a megadottnal nagyobb méretii parositdst az aldbbi grafban!
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Megoldds: Ha elkészitjiikk a szokdsos hélézatot, akkor az adott folyamhoz kell javité utat keresni. Vagy: az
egyetlen alsé fedetlen pontbdl kell alterndlé utat keresni az egyetlen felsébe. Majd ezen kicserélni a parositas-

éleket a nem-parositas élekre.
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. Jelolje A(G) a G graf maximélis fokszamdt, 7(G) pedig a lefogd pontok minimélis szdméat. Bizonyitsuk be,
hogy A(G) - 7(G) > |E(G)].

Megoldds: Egy cstccesal legfeljebb A(G) élt tudunk lefogni.

. Jelolje w(G) a G graf egyik maximalis klikkjének méretét, azaz G komplementerének fiiggetlenségi szamét.
Mutassuk meg, hogy a(G) + w(G) < |[V(G)] + 1.

Megoldds: Egy klikk és egy fiiggetlen ponthalmaz legfeljebb egy pontban metszheti egymaést.



9. Egy 100 cstcsu egyszerti G grafban barmely 3 cstcs kozott van legaldbb 2 él. Bizonyitsuk be, hogy G-ben
van teljes parosités.

Megoldas: 1. Belatjuk a Tutte feltételt: ha elhagyunk k pontot, akkor max k péaratlan méretii komponenst
kapunk. El6szor legyen k£ > 2, hagyjunk el k& pontot. Ha a maradékben legaldbb 3 komponens lenne, akkor
valaszthatnank 3 komponensbdl egy-egy pontot, amelyek kozott egyéltalan nincs él, ami lehetetlen. Legyen
k = 1, hagyjunk el 1 pontot. Marad 99 pont. Az el6bbiek alapjan legfeljebb 2 komponensiink van, de ezek
koziil pontosan 1 paratlan méreti, igyhogy készen vagyunk.

2. Minden pont foka legaldbb 98, mert ha lenne 2 nem-szomszédja, akkor a pont és a két nem-szomszéd
megsértenék a feltételt. De akkor a Dirac tétel alapjan van a grafban Hamilton kor, ennek minden méasodik
éle teljes parositast alkot.

Hazi feladat

1. Legyen a 100 csucsu, egyszerli G grafnak X egy 52 pontbdl 4116 fiiggetlen ponthalmaza és legyenek x,y és z
kiilonb6z6 X-beli cstcsok. Tartalmazhat-e a G + zy + yz + zx graf teljes parositast?

2. Legyenek G csticsai v1,v2, ..., V1000, ¥; és v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha |i — j| < 7. Hatdrozzuk
meg k(G)-t, G pontosszefiiggbségi szdmat.

3. Legyenek G csucsai v1, va, ..., V1000, ¥; és v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1, 3, vagy 5.
Hatérozzuk meg az a(G), 7(G), v(G), p(GQ) értékeket.



