Kombinatorika és grafelmélet 1.

7. gyakorlat, 2021. marcius 22.
Paros grdfok, parositasok, Hall, Frobenius, Konig tételek.

Tudnivalék
G(A, B, E) péros graf, ha A és B a csticsok halmaza, F az élek halmaza, és minden él A és B kozott fut. Legyen
G egy tetszbleges graf.

Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan hossza kort.

Egy e, es,..., e élhalmaz figgetlen, vagy parositas, ha nincs k6zos végpontjuk.

Egy ponthalmaz lefogé, ha G minden élének legaldbb az egyik végpontjit tartalmazza.

7(G): lefogd pontok minimélis szdma,

v(Q): fiiggetlen élek maximadlis szdma;

Minden G gréfra igaz, hogy v(G) < 7(G). (Mert a v darab fiiggetlen él lefogdsahoz is kell mar v darab pont.)

Tetsz6leges X csicshalmazra legyen N(X) X szomszédainak a halmaza, vagyis azon cstcsok halmaza, amelyek
legaldbb egy X-beli cstccsal Gssze vannak kotve.

Legyen most G = G(A, B, E) péros graf, vagyis A és B a csicsok halmaza, E az élek halmaza, és minden él A
és B kozott fut.

Frobenius tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) péros grafban teljes (minden cstcsot parositd) parositas,
ha |A| = |B|, és minden X C A-ra |X| < |N(X)].

Hall tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) paros grafban A—t lefedé pérositds, ha minden X C A-ra
[ X[ < [N(X)].

Konig tétel: (a) Ha G péros gréf, akkor v(G) = 7(G).

1. Hatdrozzuk meg a maximélis parositas méretét az alabbi grafokban.
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1: v = 6. Az dbra mutat 6 fiiggetlen élt, tehat v > 6. De tobb nem lehet, mert ez egy teljes parositas. 2:
Az dbran 14thaté 5 fiiggetlen él (tehdt v > 5 és 5 lefogd pont (tehdt 7 < 5). Mivel minden grafban v < 7,

Osszerakva b < v < 7 < 5 tehat v = 5. 3: Hasonld, az abran lathato 4 fliggetlen él és 4 lefogd pont, tehat
v=4.

Altaldnos recept: ha kevés lefogd pontot keresiink, akkor az 1-fokd pontokra csatlakozd éleket a masik
végponttal érdemes lefogni. Ha pedig sok fiiggetlen élt keresiink, akkor érdemes elOszor az 1-foku pontokra
csatlakozé éleket valasztani.

2. Adott n fiu és n lany dgy, hogy minden fiinak legfeljebb 1 rokona van a ldnyok kozott, és barmely lanyhoz
van olyan fii, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fitk és a lanyok parokba rendezheték gy, hogy rokonok
nem alkotnak part.

Megoldds: Tekintsiik a fit-14ny nem-rokon paros grafot. Tehét az egyik osztdly a fitik (A), a mdsik a ldnyok (B),
egy fitut és egy lanyt Osszekotiink, ha nem rokonok. Ebben a grafban szeretnénk talalni egy teljes parositést.
A feltételek alapjan minden fit fokszama legaldbb n — 1 és minden lany fokszama legalabb 1. Ellendrizziik a
Frobenius feltételeket. |A| = | B| = n rendben. Innen két lehetéségiink van, nézhetjiik A illetve B fell.

1. Legyen X C A. Ha |X| = n, vagyis X = A, akkor N(X) = B, hiszen minden ldny fokszdma legaldbb 1.
Tehat | X| = |[N(X)| = n. Ha |X| < n, akkor, mivel minden fid fokszdma legaldbb n — 1, [IN(X)| > n — 1,
tehat | X| < |N(X)| = n. Tehdt minden X C A-ra |X| < |N(X)|, a Frobenius miatt van teljes pdrositas.



2. Legyen X C B. Ha | X| > 2, akkor N(X) = A, hiszen minden fid fokszdma legaldbb n — 1, minden fit 6ssze
van kotve X valamelyik pontjival. Tehat | X| < |[N(X)| = n. Ha | X| = 1, akkor, mivel minden ldny fokszdma
legaldbb 1, |[N(X)| > 1, tehat 1 = | X| < |[N(X)| és megint kész vagyunk.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G paros graf osszefliggb és az A osztadlydban a fokszamok kiilonbozék, akkor G-nek
van A-t fed6 parositasa.

Megoldds: Mivel G 0Osszefligg6, minden csics foka legaldbb 1. Legyen X C A, |X| = k. Mivel minden fok
kiilonbozé, X csicesai koziil a legnagyobb foki foka legaldbb k. Vagyis |[N(X)| > k. Tehat k = | X| < |[N(X)],
a Hall tétel alapjan van A-t fedd pérosités.

. Egy kirdnduldson n héazaspar vesz részt, és kozottik kellene elosztani 2n kiilonb6z6 csokoladét ugy, hogy
mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n fajtat szeret a 2n-féle csokolddé koziil, és
az is teljesiil, hogy minden csokolddét szereti minden hazasparnak legalabb az egyik tagja. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor kioszthatdk gy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

Megoldds: Legyen a péros grafban az egyik osztdly (A) a 2n darab csoki. A mésik osztdly (B) pedig a 2n
darab ember. Ellendrizziik a Frobenius feltételt. Nyilvan |A| = |B| = 2n. Legyen X C B. Ha X tartalmazza
egy hazaspar mindkét tagjat, akkor a feltétel szerint N(X) = A, tehdt |[N(X)| = 2n, ennek alapjan |X| <
IN(X)| = 2n. Ha X minden hézasparbdl max 1 embert tartalmaz, akkor | X| < n, viszont a felétel szerint
|IN(X)| > n, tehat | X| < |N(X)| és mér készen is vagyunk!

. Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositdsa.

Megoldads: Legyen a két osztéaly szokds szerint A és B, minden fokszam r. Igazoljuk a Frobenius feltételeket. Az
élek szdma, |E| = r|A|, hiszen minden A-beli csicsbdl r él megy ki és {minden élt pontosan egyszer szamoltunk.
Ugyanigy |E| = r|B|, és ebbél |A| = |B|. Most legyen X C A, N(X) a szomszédok halmaza, és legyen Ex
az X és N(X) kozti élek halmaza. Ekkor, mivel minden X-beli pont foka r, |Ex| = r|X|. Minden N(X)-beli
pont foka is r. Az Ex-beli élek mindegyikének az egyik végpontja N(X)-ben van, ugyanakkor N (X)-b&l
kimehet olyan él is, ami nem tartozik Ex-hez. Tehdt |Ex| < r|N(X)|. Az eldzével egyiitt: | X| < |[N(X)|.
Tehat teljesiil a Fromebius tétel feltétele, van teljes parositas.

. A G irdnyitott graf minden csticsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthatok pontdiszjunkt
irdnyitott korei, melyek G minden csiicsan athaladnak?

Megoldds: Képezziik a G’ irdnyitatlan paros gréafot. Minden v csicsot helyettesitsiink egy vy és egy vpe
csticesal. Ha volt egy uv él G-ben, akkor huzzuk be az uyivpe €lt. Az fkapott G’ nyilvdn pdros gréf, egyik
osztalya a vyj, masik osztdlya a vpe cstcsokbdl all. Raadasul minden csics foka éppen k. Az el6z6 feladatbdl
tudjuk, hogy a regularis paros grafoknak van teljes parositasa. Vegyiik a teljes parositdasnak megfelel6 éleket
G-ben. Minden csticsnak a kifoka és a befoka is 1. Tehat ezek az élek pontdiszjunkt irdanyitott koroket alkotnak,
amelyek G minden csicsan athaladnak.

. Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguldris, paros grafban a kiilonbo6zo teljes parositdsok szama mindig 2-nek valam-
ilyen pozitiv egész kitevés hatvanya.

Megoldds: A graf minden Osszefliggé komponense egy paros hosszi kér. Minden ilyen komponensben pontosan
két teljes parositas van. Tehdt ha k komponens van, akkor Ssszesen 2% teljes parositas van.

. a. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G gréifra 2v(G) > 7(G) > v(G) teljesiil. b. Bizonyitsuk be, hogy
tetszOleges 2v > T > v szdmokhoz van olyan G graf, amelyre v(G) = v és 7(G) = 7.

Megoldds: a. G-ben van v darab fiiggetlen él, mar ezek lefogasdhoz is kell v darab pont, tehat v < 7.
Ugyanakkor ha vesziink v darab fliggetlen élt, az egy maximalis fiiggetlen élhalmaz, tehdt minden tovabbi
élnek van kozos végpontja ezen v él valamelyikével. Vagyis a v él 2v végpontja lefogja az Osszes élt. Tehat
2v>T.

b. Ha G egy 2 pontu, 1 éli gréaf, akkor v = 7 = 1. Ha G egy haromszog, akkor v = 1, 7 = 2. Ennek alapjan
mar konnyi: vegyiik 2v — 7 darab él és 7 — v darab haromszog diszjunkt uniéjat.

. Egy tancmulatsdgon 25 lany és 25 fiu van jelen. E tarsasigban minden ldny ismeretségben van legalabb 13
fidval és minden fit legaldbb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy péros tancra perdiilhetnek egyszerre mind az
50-en gy, hogy az egymadssal tdncoldk ismerik egymast!

Megoldds: Tekintsiik a fii-1ldny ismer6sség péaros grafot. Tehdt az egyik osztaly a fitk (A), a mésik a lanyok (B),
egy fiut és egy lanyt 6sszekotiink, ha ismerik egymést. Ebben a grafban szeretnénk talalni egy teljes parositést.
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A feltételek alapjdn minden pont foka legaldbb 13. Ellenérizziik a Frobenius feltételeket. |A| = |B| = 25
rendben.

Legyen X C A. Mivel minden fii fokszdma legaldbb 13, |N(X)| > 13, tehdt ha Ha |X| < 13, akkor |X| <
|N(X)|. Ha pedig | X| > 13, akkor N(X) = B, hiszen minden ldny fokszdma legaldbb 13, tehat lehetetlen,
hogy az X-be tartozzd fitk kozill egyet sem ismer. Ezért | X| < |N(X)| = 25. Tehdt minden X C A-ra
|X| < |N(X)|, a Frobenius miatt van teljes parositas.

Konstrualjunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilonb6zo teljes parositasa van.

Megoldas: Egy paratlan, legalabb k hosszi kor, amelynek k pontja Gssze van kotve egy plusz ponttal.

Igaz-e, hogy tetszéleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositasaban szerepelnek, paros
grafot alkotnak?

Megoldds: Persze, hogy nem. Egy paros sok cstcsu teljes graf minden éle szerepel teljes parositasdban, de
messze nem paros graf.

Valaki véletlenszertien szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl allé csomagba. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor mindegyik csomagbdl kivéalaszthaté egy lap gy, hogy a kivalasztott lapok koézott mindegyik fajta
figurdbol éppen egy legyen (vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy darab A). (A francia kdrtydban
13 fajta figura van: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, @, K, A. Minden figurdbdl 4 darab van egy pakliban.)

Megoldds: Definidlunk egy péros grafot. A: a paklik. B: a figurdk. Nyilvdn |A| = |B| = 13. Kossiink Ossze
minden paklit (illetve a megfeleld cstcsot) a benne levd figurdkkal. Ha ugyanabbdl a figurdbdl tobb van
benne, hasznéljunk tobbszoros éleket. Ez egy reguléris paros graf lesz, minden pont foka 4. Kordbban lattuk,
hogy regularis egyszerti paros grafban van teljes parositds. A bizonyitds valtoztatas nélkiil miikédik abban
az esetben is, ha megengediink parhuzamos éleket. Ennek alapjan tehat van teljes parositdas. Ezutan minden
paklibdl a parositasban vele szomszédos figurat vessziik ki.

Adott egy n x n -es matrix, amelynek minden sordban, és oszlopaban pontosan k darab egyes van. Bizonyitsd
be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy darab egyest
valasztottunk kil

Megoldds: Breaking news! Definidlunk egy paros gréfot!! A: sorok. B: oszlopok. El: akkor és csak akkor, ha a
megfeleld sor megfelel oszlopdban van 1-es. Nyilvédn |A| = |B| = n és minden pont foka k, tehdt van teljes
parositas. Az ezeknek megfelel6 n darab 1-es pont jo.

Hazi feladat

1.

Legyen G(A, B, E) péaros graf. Tudjuk, hogy minden X C A esetén |N(X)| > |X| — 1. Bizonyitsuk be, hogy
v(G) > |A] — 1, vagyis G tartalmaz |A| — 1 fliggetlen élt.

Legyen G egy olyan egyszeri graf, amelynek 1000 csticsa van és minden csucs fokszdma legalabb 6. Igazoljuk,
hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximalis szaméat jeldli.)

Legyenek G csicsai v1,...,v12, v; és vj (i # j) akkor és csak akkor vannak Gsszekotve, ha ij oszthaté 6-tel.
Hatarozzuk meg v(G) értékét (és bizonyitsuk be, hogy annyi).



