Kombinatorika és grafelmélet 1.
6. gyakorlat, 2021. marcius 19.
Magasabb osszefiiggoség, Menger

Tudnivaldk:

A G gréaf k-szorosan (pont)osszefiiggd, ha legaldbb k + 1 csicsa van és akdrhogy hagyunk el beldle k-ndl
kevesebb cstcsot, a megmaradt graf osszefiiggd.

A G graf k-szorosan élosszefiiggd, ha akarhogy hagyunk el beldle k-ndl kevesebb élt, a megmaradt graf
Osszefiiggd.

Vildgos, hogy ha G k-szorosan pont- vagy élosszefiiggs, akkor k—1-szeresen is az. A G graf (pont)dsszefiiggéségi
széma, k(G), a legnagyobb k, amelyre G k-szorosan (pont)dsszefiiggd. A G graf élosszefiiggdéségi szdma, A(G), a
legnagyobb k, amelyre G k-szorosan élosszefiggd.

Minden G gréifra x(G) < A(G) < dpin. (Durvan szélva élekkel nehezebb szétszedni a gréfot, mint pontokkal,
és a minimdlis foki pontot mindig le tudjuk vdgni a csatlakozé élek elhagydsdval.)

Menger tételek: (4 tétel egyiitt) G egy [irdnyitott/irdnyitatlan] graf, s, ¢ két csicsa.

G-ben az [irdnyitott/irdnyitatlan]| [pontdiszjunkt/éldiszjunkt] s — ¢ utak maximalis szdma

= az [irdny{tott/irdnyitatlan] s — ¢ utakat lefogd [pontok/élek] minimalis szdma.

A pont-pontdiszjunkt esetben feltessziik, hogy nincs (irdnyitott) s —¢ él, és a lefogd pontok kiilonboznek s-tél
és t-tol.

Bizonyitas: folyamokkal.

Tovabbi Menger tételek: G irdnyitatlan graf k-szorosan (pont)osszefliggd < legaldbb k + 1 csticsa van és
barmely két csicsa kézott van k pontidegen 1it.
G irdnyitatlan graf k-szorosan élosszefliggd < barmely két cstucsa kozott van k élidegen 1t.

Dirac tétel: G' k-szorosan (pont)osszefiigg = barmely k pontjan at van kor.

1. Mutassunk példat olyan véges, egyszerli G grafra, amire A(G) # x(G). Lehet-e a két Osszefliggdség koziil a
nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilrél becsiilni?

Megoldas: Két teljes n csucsu gréf, egy kozos csucesal. Itt A =n — 1, Kk = 1. Ebbdl az is latszik, hogy nem
lehet k fliggvényében becsiilni A-t.

2. Tetszbleges 1 < k < A pozitiv egészekre konstrudljunk G grifot, amire \(G) = A és k(G) = k.

Megoldas: Két teljes k + 1 cstcsu graf, A darab kozos csuccsal.

3. Hatdrozzuk meg a K, teljes graf \(K,) ill. k(K,) élosszefiiggbségi ill. pontosszefiiggéségi szdméat. Ugyanez
a kérdés a K, ,, teljes paros grafra.

Megoldds: k(K,) =n —1 (a ,legaldbb k + 1 csicsa van” feltétel miatt) A(K,,) = n — 1: ha az egy csticsra
illeszked6 n—1 élt hagyjuk el, a graf szétesik. Ha szét akarjuk szedni egy = és egy n—x méretii komponensre,
akkor legaldbb z(n — z) élt el kell hagyni, ennek a minimuma n — 1.

k(Kn,n) = n: ha mindkét osztdlyban marad pont, akkor a megmaradt graf Osszefiiggs. Tehdt az egyik
osztalyt teljesen el kell hagyni. fgy viszont szét is esik.

MKy, n) = n: Ha az egy cstcsra illeszkedd n élt hagyjuk el, a graf szétesik. Ha szét akarjuk szedni tigy, hogy
az egyik komponensben a két osztdlyban a illetve b a masikban meg n — a illetve n — b pont legyen, akkor
el kell hagynunk legaldbb a(n — b) + b(n — a) = (a + b)n — 2ab élt. Ennek a minimuma n, kis vacakoldssal
latszik. (Pl feltehetjiik, hogy n > a > n/2, ekkor erdemes b-t novelni, tehat b = n, ekkor viszont legjobb,
haa=n-1.)

4. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszi korbol ugy keletkezik, hogy a koron atellenes csticsokat egy-egy éllel
osszekotjik. Igazoljuk, hogy x(G) = 3.

Megoldds: Mivel van 3-fokd csics, k(G) < 3. Ha két pontot hagyunk el, ebbol (a szimmetridk miatt)
Osszesen 4 kiilonb6zé lehet6ség van, mindegyik esetben Osszefiiggd marad a graf.
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A 10-csicst teljes grafnak legfeljebb hény élét lehet elhagyni tgy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd
legyen?

Megoldds: Minden cstics fokdnak legaldbb 4-nek kell maradni, tehdt maradnia kell legaldbb (4 - 10)/2 = 20
élnek, vagyis max (120) — 20 = 25 élt hagyhatunk el. Ha viszont két éldiszjunkt Hamilton-koért hagyunk
meg, akkor az 4-él0sszefliggd lesz. Tehat a valasz 25.

Bizonyitsuk be, hogy bdrmely n csicsi k-Osszefiiggé grafnak legaldbb kn/2 éle van!

Megoldds: Minden pont foka legaldbb k, dimin > k > k tehat legaldbb kn/2 éle van.
Igazoljuk, hogy tetszOleges r-reguldris (r > 1) egyszer(l Osszefiiggd péaros graf 2-osszefiiggd!
(r-regularis = minden fok r)

Megoldas: Legyen a két osztaly A és B. Tegyiik fel, hogy egy A-beli pontot elhagyva a graf szétesik két
komponensre. Tekintsiik az egyik komponenst, aminek A; illetve By pontja van a két osztdlyban. A ketto
kozotti elek szama |Aq|-r, illetve mésképp Osszeszdmolva |B1|-r — x, ahol x az elhagyott pontba mend élek
szama. Ez szigoruan 0 és r kozott van, hiszen a graf osszefiiggd volt. Tehdt a két szdmolas nem adhatja
ugyanazt az eredményt. (Egyik oszthaté r-rel, a mdsik nem.)

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G véges graf esetén 6(G) > A(G) > k(G) teljesiil. (6(G) G-ben a legkisebb
fokszdm.)

Megoldds: 6(G) > A(G): mar megbeszéltiik, hagyjuk el a legkisebb foki pontra illeszkedd éleket, ezzel
szétesik a graf. A\(G) > k(G): Otlet: ha A éllel szét tudjuk szedni a gréfot, akkor mindegyiknek hagyjuk el
valamelyik véget, igy is szétesik a graf, csak vigyazzunk, hogy ne fogyjon el valamelyik komponens.

Ha a grafunk teljes graf, K,,, akkor A = k =n — 1. Tfh G nem teljes graf. Tegyiik fel, hogy van A\ darab él
amiket elhagyva az A és B komponenseket kapjuk. Ha van a € A, b € B, amelyek nem voltak szomszédosak
G-ben, akkor minden élnek vagyjuk el az a-tl és b-t81 is kiilonbozé végpontjit. A graf szétesett, viszont a
és b megmaradt.

Ha nincs ilyen a, b, akkor viszont van c¢,d € A (vagy ¢,d € B) amelyek nem voltak szomszédosak G-ben.
Ekkor hagyjuk el az Osszes tObbi pontot, ez legfeljebb A darab pont és a graf szétesett.

Mutassuk meg, hogy a G egyszerli graf pontosan akkor 2-0sszefliggd, ha barmely két cstcsara talalhato
olyan kor G-ben, amely ezen csiicsokat tartalmazza. Igazoljuk, hogy egy izoldlt pontot nem tartalmazo,
egyszerli G graf pontosan akkor 2-sszefiigg6, ha G barmely két élén keresztiil vezet G-nek kore.

Megoldas: 1. A Menger tételb6l azonnal kovetkezik. Ha G 2-0sszefiiggd, akkor barmely két pont kozott van
két pontdiszjunkt 1t, ezek pedig egy kort alkotnak. Ha viszont barmely két ponton &t van kor, akkor van
koztiik két pontdiszjunkt ut, ekkor viszont G 2-Osszefiiggd. 2. Ha barmely két élen &t vezet kor és nincs
izolalt pont, akkor nyilvdan barmely két ponton at van kor, és az elobb lattuk, hogy ekkor 2-0sszefiiggd.
Tegyiik fel, hogy G 2-6sszefiiggd. Ekkor nyilvan nincs izolalt pont. Belatjuk, hogy barmely két élen at vezet
kor. Legyen a két él uv és xy (lehet az is, hogy pl u = x). Vegyiink fel egy 4j w pontot és kdssiik dssze u-val
és v-vel, meg egy z pontot és kossiik dssze a-szel és y-nal. A J6 Oreg Menger Tétel szerint a kapott grafban
a wz pontidegen utak max szdma egyenld a w-t z-tél elvélaszté pontok minimélis szdméval (nyilvan w, z
nem szomszédosak). Ha ez a szam 0, akkor G nem lett volna dsszefiiggd. Ha 1, akkor a w-t 2-t6l elvélasztd
pontot elhagyva maga G is szétesik, ami lehetetlen. Tehat van két pontidegen ut. Ezeket Gsszerakva az uv
és xy élekkel (és a xz, yz, uw, vw éleket elhagyva) éppen egy kort kapunk az uv és xy éleken &t.

Tegyiik fel, hogy a G graf k-Gsszefiiggd. Vegyiink fel egy Gj x pontot, és kossiik 6ssze Gk kiillonb6z6
pontjaval. Mutassuk meg, hogy az igy kapott G’ graf is k-osszefiiggd!

Megoldas: Tovabbra is igaz, hogy legfeljebb k—1 pontot elhagyva a graf 6sszefiiggé marad: ha z-et elhagyjuk,
akkor a maradékbol eggyel kevesebbet hagytunk el, Osszefiiggé marad. Ha = megmaradt, akkor z-et is
elhagyva a maradék graf osszefiiggd, viszont x valamelyik szomszédja is megmaradt, ezen keresztiil x is be
van kotve.

Igazoljuk Dirac tételét: ha x(G) > k > 2, akkor G barmely k pontjdhoz taldlhaté G-nek olyan kore, amely
mind a k pontot tartalmazza.
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Megoldds: k szerinti indukcid, a k = 2 esetet lattuk. Legyen k > 2 és tegyiik fel, hogy kisebb értékekre mar

belattuk az allitast. Legyen G k-Osszefiiggd és vy, ..., v, adott k pont. Az indukcids feltevés miatt van kor
v1,...,Vg—1-en keresztlil. Vegyiink egy 1j x csicsot és kossiik 0ssze a kor minden pontjéaval.

Ha a kornek legalabb k csticsa van, akkor a kapott graf is k-Osszefliggo, ezért lesz x és vy kozott k pontdis-
zjunkt at. Skatulya-elv miatt lesz kettd, amelyek ugyanahhoz az ivhez vezetnek a koéron (vq,...,vx—1 k—1
ivre bontja a kort), ott bévitjiik a kort az utakkal 4gy, hogy vi-n is dtmenjen.

Ha a kornek csak k — 1 csticsa van, akkor a kapott graf (k — 1)-Osszefligg, ezért lesz x és vy, kozott k — 1
pontdiszjunkt 1t, ezek koziil két olyannal bovitiink, amelyek a kérben szomszédos csiicsokhoz vezetnek.

Mutassuk meg, hogy a 2-Osszefiiggd ill. 2-élosszefiiggé grafoknak van fiilfelbontéasa. Azaz, a 2-06f grafok
pontosan azok, amelyek felépitheték egyetlen csicsbdl fiilek egymés utdni hozzdadédsaval. Itt minden fiil
a mar felépitett félkész graf két kiilonbozé csicsa kozti olyan 1t, amelynek bels6 csucsai nem szerepelnek
az eddig felépitett grafban. A 2-él6f grafok fiilfelbontasara hasonld, de megengedve, hogy egy fiilnek a két
vége ugyanaz a csucs legyen. (Irdnyitott grafokra hogyan terjeszthetdk ki ezek az allitdsok?)

Megoldds: Amit fiilfelbontassal épitiink fel, az 2-816f ill. 2-6f, hisz egy él ill. cstics elhagydsatol nem esik
szét.

Masik irdny: 2-él6f eset: G-ben van kor, ez lesz az az els6 fill. Ezutan ujabb fiileket probalunk hozzaadni.
Ha G-nek van olyan éle, amit még nem adtunk hozza, de a végpontokat mar felépitettiik, akkor az az él
fiilként beveheto. Ha ilyen él nincs, és G még nincs kész, akkor van olyan v pontja G-nek, amit még nem
épitettiink fel. Legyen u egy mar felépitett pont. Van G-ben két éldiszjunkt wwv-1it, ennek a felépitetlen
része éppen jo lesz kovetkezd fiilnek. pontof-re kicst tritkkosebb: a mar megépitett pontokat kossiik Gssze
egy Uj x csuccsal. Van két pontdiszjunkt xw Ut, ennek az 1j részei kiadnak egy fiilecskét.

Igazoljuk, hogy tetszOleges G véges, irdnyitatlan grafnak pontosan akkor van erésen Osszefiiggd irdnyitdsa
(azaz olyan, amelyre barmely két cstics kozott mindkét irdnyba van irdnyitott ut), ha G kéteszeresen
élosszefliggd.

Megoldds: Fulfelbontés segitségével. A fiileket mindig irdnyitsuk egy irdnyba. (Hogy minden fil egy irdnyitott
ut legyen.)

Bizonyitsuk be, hogy ha a G irdnyitott grafban van u-bdl v-be is és v-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott
ut akkor G-ben létezik u-bdl w-be is k éldiszjunkt irdnyitott 1t.

Megoldds: Tekintsiik G-t egy hélézatnak, minden él kapacitdsa 1. A feltétel szerint a max uv-folyam és a
max vw-folyam nagysaga is legalabb k. Tegytk fel, hogy ennek ellenére van egy k-nal kisebb uw-véigas. Ez
egyben vagy uv, vagy vw-vagas is, ami lehetetlen. Tehat a minimalis uw-vagas kapacitasa legalabb k, ezért
van k nagysagu uw-folyam. Az Egészértékiiségi Lemma szerint ez csupa egész folyammal is megvaldsithato,
ami itt egy 0/1-folyam (minden élen 0 vagy 1). Ez viszont tartalmaz k darab éldiszjunkt irdnyitott utat.

Legyenek A, B,C péaronként diszjunkt, r-elemii halmazok, és V(G) = AU BUC a G gréf csticshalmaza,
valamint legyen uv € F(G), ha u és v nem ugyanabbdl az r-elem{i halmazbdl valék. Mekkora x(G)?

Megoldds: Ha legalabb két osztalyban marad pont, akkor a megmaradt graf Gsszefliggs, ezért legalabb 2r
pontot el kell hagyni hogy szétessen. Ennyit lehet is, két osztdly elhagydsdval. Tehdt «(G) = 2r.

Adjunk hatékony algoritmust egy tetszéleges irdnyitatlan graf pontosszefiiggdségének meghatarozasara.

Megoldds: Minden él helyett vegyiik be az oda-vissza iranyitott élet, ebben a grafban két pont kozott
ugyanannyi pontdiszjunkt iranyitott Ut van, mint az eredetiben. Ennek meghatarozasdhoz, mondjuk s és
t kozott, csindluk a Menger tételes triikkot: helyettesitsiink minden maés v csicsot egy vpe és vi; csuccesal,
egyikbe a be-élek, mésikbdl a ki-élek, koztiik egy iranyitott él. Itt pontdiszjunkt helyett mér éldiszjunkt
utakat kerestink, ezt pedig maximalis folyam kereséssel, javité utas médszerrel megtalalhatjuk. Ezt megce-
sinaljuk minden pontparra.

Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?

Megoldds: A fokszamosszeg legfeljebb 2(2n —2) = 4n —4, tehat van legfeljebb 3-foku csics, 3-ndl magasabb
Osszefiigghség nem érhetd el.



Mivel a K4 két harom hosszi utra szétbonthato, igy a 3 él- ill. pontosszefliggdség elérheto. Tobb cstcsra:
egyik fa egy Hamilton 1t, a mésik a hidnyzo6 él, amivel Hamilton koér lesz, a kor leghosszabb altdi, és ezek
kiegészitve fava. Ez 3-6f.

18. Igazoljuk, hogy ha a G graf 2019-pont1 és 32-6sszefiiggd, akkor G barmely két csicsa kozott vezet legfeljebb
64 éli t.
Megoldds: Ha a két cstcs szomszédos, akkor kész vagyunk. Ha nem: a két ponton kivul még 2017 masik
pont van, ezeken fut 32 pontdiszjunkt ut a két pont kozott, melyek koziil a legrévidebb legfeljebb 63 belsé
pontot tartalmaz.

19. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszerii G grafban minden fokszdm legalabb (n + k — 2)/2, akkor G k-6f!

Megoldas: Ha k — 1 pontot elhagyva a graf szétesik, akkor a kisebb oldalon maradt pontok fokszama
legfeljebb (n — (k—1))/2—-14+(k—1)=(n+k —2)/2 —1/2, til kevés!

Hazi feladat

1. Tgazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott Gy és Go grafok élhalmaza diszjunkt, akkor A\(Gy +
G2) > MG1) + MG2). Igaz-e, hogy ekkor k(G1 + G2) > k(G1) + k(G2) is teljestil? (Gy + G2 azt a grafot
jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos cstcshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz unidja adja.)

2. Tegylik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 0sszekoto pontidegen utak maximélis szima 5. Lehet-e
az x és y pontokat Osszekots utakat lefogd élek minimalis szdama 1, 2, 3, 4, 5, 6, ill. 77



