Kombinatorika és grafelmélet 1.
5. gyakorlat, 2021. marcius 8.
Hdlozatok, folyamok

Tudnivalék:

Legyen G egy irdnyitott gréaf, s (forrds) és ¢ (nyeld) két csiicsa, ¢ pedig egy fiiggvény, amely minden e élhez
egy c(e) > 0 kapacitdst rendel. Ekkor a (G, s,t,c) négyest hdldzatnak hivjuk. Most tegyiik fel, hogy f is egy
fiiggvény, amely minden e élhez egy f(e) > 0 szdmot rendel.

Ha e = uv, ahol u az e kezdépontja, v a végpontja, akkor f(e) helyett természetesen irhatunk f(uv)-t is.

Az f figgvényt folyamnak hivjuk, ha a kovetkezd két feltétel teljesiil:

1. Minden e élre 0 < f(e) < c(e).

2. Minden v # s,t cstcsra ), f(uv) =", f(vu).

A miésodikat Kirchoff szabdlynak, vagy csomdponti szabalynak hivjuk. (Jelentése: ugyanannyi megy be, mint
ki.)

Ha f folyam, akkor m(f) = >, f(su) — >, f(us) = >, f(ut) = >, f(tu), m(f) a folyam nagysdga. (m(f)
az s-bél netto kimend folyam, ami ugyanannyi, mint ami netto megerkezik ¢-be.)

Legyen V(G) = SUT, ahol SNT =0, s € S, t € T. Ilyenkor az (S,T) par vdgdsnak nevezziik.

Az (S,T) vagés kapacitdsa ¢(S,T) = >, c5 e ¢(uv). (A j6 irdnyba mend élek kapacitdsainak az Gsszege.)
Koénnyti: ha f folyam és (S, T) vagés, akkor m(f) < ¢(S,T).

Ford-Fulkerson tétel: max srolyam m(f) = min g ryvagas (S, T).

Bizonyitds: javité utas algoritmussal. Tegyiik fel, hogy van egy f folyam. G’ javitd grdf: A csicsai ugyanazok,
mint G csicsai. Ha G-ben van egy uv él, amelynek a kapacitdsa c(uv), a folyam rajta f(uv), akkor akkor:

1. Ha f(uv) = 0, akkor behizzuk G’-be az uv élt, c(uv) kapacitédssal.

2. Ha 0 < f(uv) < ¢(uv), akkor behtzzuk G’-be az uv élt, c(uv) — f(uv) kapacitdssal és a vu élt, f(uv)
kapacitassal.

3. Ha f(uv) = c¢(uv), akkor behizzuk G'-be a vu élt, c(uv) = f(uv) kapacitdssal.

(Tehat a G’ hélézat azt modellezi, hogy milyen véaltoztatdsokhoz van jogunk.)

Ha G’-ben van 1t s-bél t-be, akkor ezen az uton megvéltoztathatjuk (javithatjuk) f-et. Ha pedig nincs javité
at, akkor ennek az az oka, hogy f optimalis. Legyen S azon csicsok halmaza, akik elérheték s-bél javité uton,
T a tobbi. Ennek a kapacitdsa ¢(S,T) = m(f).

G’-ben van 1t s-bol t-be < m(f) nem maximalis.

Ebbadl algoritmust is kaphatunk, javité utas algoritmus: induljunk ki a csupa 0 folyambdl. javité graf, ha nincs
javité 1it, kész vagyunk. Ha van, javitunk, 1j folyam, 4j javité graf, stb, amig véget nem ér.

Ha minden kapacitds egész, akkor a javitd utas algoritmus véget ér, megtalalja a max folyamot. Egészértékiiségi
Lemma: Ha minden kapacitas egész, akkor van olyan max folyam, ami minden élen egész.

Ha nem egészek a kapacitdsok: lehetséges, hogy a javité utas algoritmus nem ér véget, s6t, nem is a max
folyamhoz konvergédl.

Edmonds-Karp: Ha mindig a legrévidebb javitd iton javitunk, akkor a javité utas algoritmus (csticsok szamédban)
polinom id6ben véget ér.

1. Adjunk meg egy-egy maximadlis folyamot az alabbi hal6zatokban, és bizonyitsuk be, hogy nagyobb folyam
nem lehetséges.



(Elnezést, kicsit ronddk az dbrdk, itthon csak ilyeneket tudok.) 1. A javité utas algoritmust futtatva
megkaphatjuk a fenti, 12 nagysdgu folyamot és hozzd a 12 kapacitasd vagast.

2. Hasonldan, itt a valasz 11.

2. Hatarozzuk meg a maximalis folyam értékét az alabbi halézatokban!

Megoldds: Ugyanigy, mint az el6bb, csak itt kevesebb 1épés kell: a vélaszok: 12 és 4.



3. a) Az el6z6 feladat hélézataiban vélasszuk valamelyik él kapacitdsét a feltiintetett helyett c-nek, és hatdrozzuk
meg, hogyan fligg a maximélis folyamnagysag a c kapacitas értékétol.
b) Szintén az el6z6 feladat hélézatait tekintve dontsiik el, melyik élt kellene a grafban térélni ahhoz, hogy
a létrejové halézatban a maximaélis folyam nagysaga a lehet6 legkisebb legyen.

Megoldas:

a). Eldszor dltaldnossdgban. Hogy fiigghet ¢-t6l a max folyamnagysdg? Nézziik a vigdsokat. Legyen A
a legkisebb olyan vdgds kapacitdsa, ami nem tartalmazza a ¢ (vdltoz6) kapacitdsi élt. Es legyen B + ¢
legkisebb olyan végas kapacitdsa, ami tartalmazza a c¢ kapacitdsa élt. A max folyamnagysdg minden c-re
min(A,B+c). Ha A > B, akkor ez B+c¢,hac< A—Bés Ahac> A— B. Ha A < B, akkor ez A minden
c-re. Ha nincs is olyan végéds, ami nem tartalmazza a ¢ kapacitdsu élt (vagyis A nem létezik) akkor a vélasz
mindig B + c.

Ha c-t nagyon nagynak valasztjuk, és megoldjuk a folyam feladatot, akkor megkapjuk A-t. Ha c-t 0-nak
valasztjuk, akkor vagy olyan minimalis vagast kapunk, ami tartalmazza a ¢ kapacitdsu élt, ekkor ennek
kapacitdsa a B, vagy nem, ekkor A < B.

Most konkrétan, legyen a 2. feladat els6 dbréan a jobb folsé él kapacitdsa c. Itt nem nehdz latni, hogy
A =13, B = 8, tehdt a vélasz min(13,8 + ¢).

4. Tegyiik fel, hogy a (D, s, t, ¢) hdlézatban az s-t tartalmazé, ¢-t61 diszjunkt X és az Y ponthalmazok minde-
gyike minimélis kapacitasa st-vagast hatdroz meg. Mutassuk meg, hogy az XNY és X UY ponthalmazokhoz
is minimélis kapacitasi st-vagas tartozik.

Megoldds: Az egyszeréség kedvéért legyen c(S,S) = ¢(S) minden S halmazra, amire s € S és t ¢ S. Be
lehet 14tni, hogy minden X,Y-ra ¢(X) + ¢(Y) > ¢(X NY) + ¢(X UY). (Végig kell nézni a kiilonboz4



tipusu éleket, hogy melyik oldalon hogyan szamitanak.) Ebb6l, mivel ¢(X) és ¢(Y) minimélisak, ¢(X NY)
és ¢(X UY) is minimalisak.

5. Igaz-e, hogy minden hdlézatban van olyan e él, amelynek a kapacitdsdt e-nal csokkentve (ahol 0 < e < ¢(e))
a maximdlis folyamnagysdg is e-nal csokken?
Igaz-e az, hogy minden halézatban van olyan e él amihez létezik egy pozitiv € mennyiség igy, hogy ha e
kapacitasat e-nal noveljiik (ahol 0 < e < ¢(e)), akkor a maximadlis folyamnagysag is e-nal novekszik?
Ha a fenti allitdsok valamelyike nem igaz, akkor hogyan lehet eldonteni egy adott hal6zatban, hogy létezik-e
olyan él, ami rendelkezik a kérdésben leirt tulajdonsiggal?

Megoldds: 1. Igen, ha e benne van egy minimalis vagasban. 2. Nem feltétlentil, csak olyan élekre igaz,
ami minden minimalis vagasban benne van. 3. Meg kell nézni, hogy van-e olyan él, ami minden minimalis
vagasban benne van. Egyenként egy-egy él kapacitasat megvéltoztatjuk végtelenre és megnézziik, hogy
nott-e a max folyam. Ha nem, akkor volt egy min vagas, ami elkeriilte az éliinket. Ha igen, akkor nem volt.

6. Adott a D irdnyitott graf valamint D élein a ¢ kapacitdsfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,t és w a D
olyan csicsai, hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagu tw folyam is, akkor D-ben létezik
m nagysagu sw folyam.

Megoldds: Legyen (S,T) egy minimdlis sw vagas, kapacitdsa c¢. Ha ¢ > m, akkor a Ford-Fulkerson alapjin
készen vagyunk: van ¢ nagysagi sw folyam. Ha ¢ < m, akkor viszont ez a c kapacitasu vagas egyben egy
st vagas, vagy egy tw vagds. (Attdl fiiggden, hogy t € T, vagy t € S.) Ami ellentmondds, mert nincs m-nél
kisebb st illetve tw vagés.

7. Hatarozzuk meg a nemnegativ = fliggvényében a maximélis folyam értékét az alabbi halézatokban!

Megoldds: min(9, 3 + z) illetve min(7,6 + z). A harmadikhoz nem volt kedvem.

8. Egy (G, s,t,c) hélézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a piros és
zold, vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halézatokban a maximélis folyam nagysdga
10. Bizonyitsuk be, hogy a teljes hal6zatban a maximélis folyam nagysiga legalabb 15.

Megoldds: 1. Vegyiik a harom 10 nagysagu folyam Osszegének a felét, ez egy megengedett folyam, nagysiga
15.

2. Tekintsiik a minimalis vagast a teljes hdldézatban, tegyiik fel, hogy a kapacitdsa ¢ < 15. Ekkor ebben a
vagasban valamelyik két szit tekintve egy legfeljebb 2¢/3 < 10 nagysagu vagast kapnank, ami ellentmondas.

9. Egy (G, s,t,c) halézatban minden csics megfelel az A = { 1,2,...,n } halmaz egy részhalmazdnak.
Tetszbleges X, Y C A részhalmazokra legyen a megfelel§ x és y csicsok kozti él (mindkét irdanyban)
kapacitdsa | X NY|. Legyen s és ¢ az {1} illetve {n} részhalmazoknak megfelel§ csics. Hatarozzuk meg a
maximadlis s — ¢ folyam nagysagat!

Megoldds: 2! — 1. Egyrészt ennél t&bb nem mehet ki s-bél.

Masrészt ennyi mehet is: legyen P az olyan csticsok halmaza, amihez tartozé halmazban az 1 és az n is
benne van, ) az olyanok, amiben 1 benne van, n nincs, és az 1-en kiviil még valami benne van. R meg az
olyanok, amiben n benne van, 1 nincs, és az n-en kiviil még valami benne van. Ekkor van 272 1 kapacitast
sPt 1t, és van 272 — 1 1 kapacitdsi sQRn t.

Hazi feladat



1. Irdnyitsuk a kocka élhalozatanak éleit az s csticsbdl az atellenes ¢ csucs felé. Hogyan kell a kiosztani a 12
él kozt 4 db 1-es, 2-es ill. 3-as kapacitast, hogy a kapott hélézatban a maximalis folyamnagysdg a lehet6
legnagyobb legyen?

2. A (G, s,t,c) halézatban az egyik él, e kapacitdsa c(e) = x. A tdbbi él kapacitdsa dllandd, nem fiigg -
t6l. Legyen M (x) a maximdlis folyam nagysdga x fliggvényében. Tudjuk, hogy M (1) = 1, M(100) = 10.
Hatérozzuk meg M (2) értékét.



