Kombinatorika és grafelmélet 1.
4. gyakorlat, 2021. méarcius 1.
Euler-kor, Fuler-ut, Hamilton-kor, Hamilton-1it

Tudnivalék:
Euler kor (Euler korséta): olyan korséta, amely minden élt pontosan egyszer tartalmaz. Euler it (Euler séta):
olyan séta, amely minden élt pontosan egyszer tartalmaz.

G-ben van Euler kor < G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd és minden fokszam péros.
G-ben van Euler it < G izoldlt pontoktdl eltekintve Osszefiiggd és minden fokszam péros, kivéve legfeljebb
kettot.

Hamilton kor: olyan kor, ami minden csticsot tartalmaz.
Hamilton 1t: olyan ut, ami minden csicsot tartalmaz.

G-ben van Hamilton kor <= akarhogyan elhagyunk G-bol k csicsot, legfeljebb k 6sszefiiggd komponensre esik
szét.

G-ben van Hamilton it < akarhogyan elhagyunk G-bdl k csiicsot, legfeljebb k + 1 Gsszefiiggd komponensre
esik szét.

Dirac tétel: Ha minden d; > n/2 = G-ben van Hamilton kor.

Ore tétel: Ha tetszbleges nem szomszédos x, y cstcsokra d(x) + d(y) > n = G-ben van Hamilton kor.

Pésa tétel: Legyen dy < ds < --- <d, és minden k < n/2-re dp > k + 1 = G-ben van Hamilton kor.

Chvatal tétel: Legyen d; < dy < --- < d, és minden k < n/2-re di, > k+ 1, vagy d,,—r > n— k = G-ben van
Hamilton kor.

Dirac feltétel = Ore feltétel = Pdsa feltétel = Chvétal feltétel. Tehdt a Dirac, Ore, Pésa, Chvatal tételek,
ebben a sorrendben, egyre erdsebbek.

Chvatal tétel a lehetd legerGsebb tétel, kizardlag a fokszamok alapjan. Pontosabban: ha di < ds < --- < d,
megsérti a Chvatal feltételt, akkor van olyan G graf, amelyben nincs Hamilton kér és a d} < d), < --- < d},
fokszdm sorozatéra, minden i-re d} > d;.

1. Tegyiik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal kiparkettdztunk. Minden kis téglalapnak legalabb az
egyik oldala egész hossziisdgu. Igazoljuk, hogy a nagy téglalapnak is van egész hosszisdgu oldala. (*)

Megoldds: 1. Legyenek a G graf csiucsai a téglalapok sarkai. Minden egyes kis téglalapnak kossiik Ossze
egy=egy éllel az egész oldalak végein lev$ csicsokat. (Ha egy téglalapnak minden oldala egész, akkor az
egyik part felejtsiik el.) fgy egy multigrafot kapunk, amelyben a nagy téglalap négy sarkdnak a foka 1, a
bels6 csicsoknak meg 2 vagy 4. Induljunk el mondjuk a jobb alsé csticsbdl, menjiink, amig el nem akadunk.
Csak egy masik kiils6 csiucson akadhatunk el, mondjuk legyen ez a jobb felsé. Ezen az dton mindig egész
hosszusagut 1éptiink, ezért a nagy téglalap fiiggdleges oldala egész.

2. Vegyiink egy tengelyparhuzamos, 1/2 oldali végtelen négyzetricsot és szinezzilik ki sakktébla szer(ien.
Nem nehéz belatni a kovetkezo érdekes tulajdonsagot: Legyen T egy tetszOleges, tengelyparhuzamos téglalap.
Nem nehéz belatni a kévetkez6 érdekes tulajdonsagot. T minden eltoltja ugyanakkora teriiletfehér és fekete
részt tartalmaz < T valamelyik oldala egész. Ebbdl konnyen kovetkezik a feladat: mivel a kis téglalapoknak
egy-egy oldala egész, minden eltoltjuk ugyanakkora teriiletfehér és fekete részt tartalmaz. De akkor az
unidjuk, vagyis a nagy téglalap is. Akkor viszont ennek is valamelyik oldala egész.

2. Igazoljuk, hogy ha a G graf minden fokszdma péros, akkor E(G) el6all éldiszjunkt korok unidjaként.

Megoldds: Indukcié az élek szamara. Ha 0 db él van, akkor nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy e > 0 éliink
van, és kevesebb élu grafra mar belattuk az allitast. Induljunk el egy pontbdl, és 1épkedjiink. Mivel minden
fok péaros, ahova bementiink, onnan tovabb is tudunk menni. Tehdat egyszercsak olyan pontba jutunk,
ahol mar jartunk: taldltunk egy korsétat! Na de nem ez kell nekiink, hanem vegyiik G &sszes korsétdja
kozil a legrovidebbet: ez egy kor lesz. Tehat beldattuk, hogy ha minden fok péaros, akkor van a grafban
kor. Hagyjuk el ezt a kort, a megmaradt grafban is minden fok paros az indukcids feltevés szerint az élek
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el6allnak éldiszjunkt korok unidjaként, plusz az elhagyott kor, tehat G élei is eldallnak éldiszjunkt korok
uniéjaként.

Igazoljuk, hogy ha G Gsszefiiggé és minden fokszama péros, akkor G-bol elhagyhaték G egy korének élei
gy, hogy a kapott graf izolalt pontoktol eltekintve 6sszefiiggd maradjon.

Megoldds: Azt mindenesetre tudjuk, hogy G-nek van Euler kore. Kovessiik ezt az Euler kort egy v csticsbél
az elsd olyan u pontig, ami kordbban mér szerepelt. Az u két eléforduldsa kozti rész egy kor (hiszen ezen
egy cstcs csak egyszer lehet) es ha ezt elhagyjuk, a maradeknak is van Euler kore: az u egyik eléforuldsdtol
rogton a masikhoz ugrunk. Tehat a maradék graf izoldlt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd.

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott grafnak (amelynek nincs izoldlt pontja) akkor és csak akkor van

irdnyitott Euler kore, ha minden pont be—foka egyenld a ki—fokaval, és graf, mint irdnyitatlan graf, 6sszefiiggo.
Megoldds: Pontosan ugyanigy kell, mint az irdnyitatlan esetben: 1. van benne korséta. 2. Vegyiik a leghossz-

abb korsétdt, ebbd semmi sem maradhat ki.

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha pontosan
egy helyen térnek el egymastol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1) szomszédosak). Van-e a G,
grafnak Euler kore?

Megoldds: Az nyilvanval6, hogy a G,, graf dsszefiiggd, hiszen egy-egy hely megvéltoztatasdval baronnan
barhova el lehet jutni. Minden cstics foka n, hiszen n helyen lehet valtoztatni. Tehat van Euler kor akkor
és csak akkor, ha n péaros.

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G csticsainak barmely részhalmazabdl paros
sok él indul a komplementerébe.

Megoldas: Egy Euler koron végighaladva ugyanannyiszor 1épiink ki a komponensbdl, mint be.

Egy egyszerti G graf csicsait az 1,2, ...,100 szamok jelolik. Az i és j cstucsok k6zott pontosan akkor vezet
él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler kort, illetve Euler utat?

Megoldds: Az vildgos, hogy Osszefiiggs. Nézziik a fokszdmokat: 2,3,4,4,4,...,4,4, 3,2, két paratlan, tehat
Euler kor nincs, Euler it van.

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G élgréfjdnak, L(G)-nek is van Euler kore!

(A G grafthoz tartozé élgrdf cstcsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli csics pontosan akkor szomszédos,
ha a nekik megfelel G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Megoldds: Ha G osszefiiggd akkor L(G) is az. Ha e = uv egy él G ben, akkor e, mint csics, foka L(G)-ben
d(u) + d(v) — 2, ami péros, ha d(u) és d(v) is az.

Van-e olyan egyszert graf, melynek van Euler kore, tovabba paros szamu pontja és paratlan szamu éle van?
Megoldds: Egy 3 hosszu kor és egy 4 hosszi kor, egy kozos cstcesal.

Mutassuk meg, hogy barmely Gsszefiiggo graf élei bejarhatok gy, hogy mindegyiken kétszer megytink végig,
éspedig mindkét iranyban egyszer-egyszer.

Megoldds: Cseréljiink ki minden élt két irdanyitott élre, mindkét irdnyban egyre. Egy korabbi feladat alapjan
ebben van iranyitott Euler kor, ami pont megfelel nekiink.

A @G grafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kozos végpontjuk, tovabba G-ben létezik Fuler-kor.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kdvetik?

Megoldds: Nem kovetkezik, pl vegytink két kort egy kozos csticesal. A ket él pedig legyen az egyik kérben
kozos pontra illeszkedd két él.

Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kér van? (Tehdt egy él szomszédai az Euler-korén mindig

ugyanazok.)

Megoldds: A sima korok ilyenek. Mas meg nem lehet: ha van egy v 4-foku pont, akkor az Euler kor két részre
bonthaté: v-tél v-ig, majd megint v-t6l v-ig. EbbOl az egyik résznek megfordithatjuk a bejarasi irdnyat. Ha
v foka nem 4 hanem t6bb, akkor is ugyanigy jarhatunk el.
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Az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.

(b) Ha G 0sszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ gréfnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.
(c) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljik, akkor a maradék G’ gréfban is van.

(d) Ha G osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G grafban van Euler-it, akkor G-ben is van.

Megoldds: (a) Hamis: vegytink két diszjunkt kort.

(b) Igaz: Ha G-nek nincs éle, akkor trividlis. Egyebként G’ bejardsat kiegészithetjiik G bejardsdva. Az
Osszefligghség miatt az elvett kornek van olyan csicsa, ami G’-nek nem izoldlt pontja.

(c) Hamis: Vegyiink harom kort, A, B, C, gy, hogy A-nak és B-nek is van egy koz0s cstcsa, és C-nek es
B-nek is, de ezek kiillonbozéek. Ekkor B-t elhagyva a graf nem lesz izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd.

(d) Igaz: G Osszefiiggd és legfeljebb 2 paratlan fokd pontja van.

(a) Bejdrhaté-e a 4 x 4-es sakktébla egy huszdrral gy, hogy minden mez6t pontosan egyszer érintiink?
(A huszar mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik mezdjérol az dtellenes mezére 1ép.) Mi a vélasz (b) valédi
sakktébla (8 x 8-as), (c) 3 x 5-6s, (d) 3 x 6-0s sakktabla esetén?

Megoldads: 4 x 4: Nem. Tekintsiik a G 16 csticsu grafot, amelynek a cstcsai a mezéknek, az élei a 161épéseknek
felelnek meg. A kérdés, hogy ennek a grafnak van-e Hamilton kore illetve Hamilton tutja. Hagyjuk el a
kozépen levs 4 mez6t (illetve az ezeknek megfeleld csticsokat). Ezzel G 6 komponensre esett szét, vagyis
nincs neki Hamilton utja se.

8 x 8: Igen, viszonylag konnyti megtalalni.
3 x 5: Nem. Hagyjuk el a kozéps6 mezét és ennek négy atlds szomszédjat. 7 komponens lett, se kor, se 1t.
3 x 6: Nem. Hagyjuk el a kozéps6 6 mezo6t. 8 komponens lett, se kor, se 1t.

Mutassuk meg, hogy ha egy 3-reguléris G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei harom szinnel szinezhetok
ugy, hogy azonos szinii éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

Megoldds: Mivel a fokszdmosszeg péros, ennek a grafnak péaros sok csicsa van. Szinezziik ki a (paros sok
é1bdl 4ll6) Hamilton-kor éleit felvéltva két szinnel, a tobbi él legyen a harmadik szin(i. Miden cstcsban a 3
él mind kiilonbo6z6 szin.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a Petersen grafbdl barhogy elhagyunk k csticsot, legfeljebb k& komponensre esik
szét! (b) Bizonyitsuk be, hogy a Petersen grafnak nincs Hamilton kore!

Megoldds: (a) A Petersen graf egy kiilsé 5 hosszi kor és egy belsd, tritkkosen osszekotve 5 éllel. Tegytik
fel, hogy a pontot vettiink el a kiils6 korbdl, b pontot a belsébdl, a + b = k. Ha a = 0, akkor a kiilsé kor
Osszetartja a megmaradt pontokat. Hasonldéan, ha b = 0. Ha a, b > 0, akkor a kiilsé kor max a komponensre
esett szét, a bels6 max b komponensre, vagyis 0sszesen max a + b + k-ra.

(b) Ha lenne Hamilton kore, akkor, az el6z6 feladat alapjan, ki lehetne szinezni az éleket 3 szinnel ugy, hogy
azonos szin(i éleknek ne legyen kozos végpontjuk. Ekkor a kiilsé 5 hosszi kor lényegében (szimmetridkat
figyelembe véve) csak egyféleképpen szinezhetd: 1,2, 1,2, 3. Innen mér egyértelmii a tobbi él szine és ellent-
mondasra vezet.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-ponti G grafban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthaté G-nek néhany
diszjunkt éle gy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek.
Megoldds: Hamilton-kor minden méasodik éle.

Legyen G egy 2n cstcsu egyszeri graf és tegyiik fel, hogy G minden csuicsanak legalabb n szomszédja van.
Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk valasztani legalabb egy végpontjat, akkor G-nek
legalabb n csicsat kell kivalasztanunk.

Megoldds: 1. Ha csak n — 1 pontot véalasztunk ki, akkor egy ezeken kiviili pontnak lesz egy ezeken kiviili
szomszédja, és ez az él nem lesz lefogva.

2. Dirac tétel miatt van Hamilton kor. Ennek legalabb minden mésodik csicsét ki kell valasztani.
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Egy tarsasdgban barmely két embernek legalabb két k6zos ismerdse van. Tudjuk tovabba, hogy barmely két
ember vagy ismeri egymadst, vagy ha nem, akkor a tarsasdg barmely harmadik tagjat legalabb az egyikiik
ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a térsasig tagjai leiiltethetk egy (megfelel6 méretii) kerek asztal koré gy,
hogy mindenki két ismer6se kozott iljon.

Megoldds: Belatjuk, hogy teljesiil az Ore feltétel az ismerettség grafra. Tegyiik fel, hogy x és y nem ismeri
egymast. frjuk fel az ismerdseiknek a listdjat. A feltétel szerint a listan szerepel az 6sszes tobbi, n—2 ember.
S6t! Legaldabb két ember kétszer is szerepel! Tehat d(z) + d(y) > n, teljesiil az Ore feltétel, van Hamilton
kor, eszerint iiltetjiik le 6ket.

A G egyszerti grafnak 2n+1 csiicsa van és minden cstcsénak legaldbb n a foka. Bizonyitsuk be, hogy G-ben

van Hamilton-ut!

Megoldds: Vegylink fel egy extra pontot, amit minden més cstcesal 6sszekotink. Ennek a G’ grafnak 2n+ 2
cstcsa van és minden csucsanak legaldbb n + 1 a foka. Tehat van Hamilton kére. Ebbél elvéve az extra
csucsot, G Hamilton utjat kapjuk.

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha pontosan
egy helyen térnek el egymastdl (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1) szomszédosak). Van-e a G,
grafnak Hamilton-kore?

Megoldds: Ez az n dimenziés kocka élhaldja. Indukcioval lathatd, hogy n > 2-re van Hamilton kor.

Egy G egyszerii graf csicsait az 1,2,...100 szamok jelolik. Az i és j cstcsok k6zott pontosan akkor vezet
él, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve utat?

Megoldas: Igen, kort: kettesével megytink elére, kettesével vissza, a vegeken tigyesen megfordulunk.
Igazoljuk, hogy ha a G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G barmely v cstcsara és
bérmely e élére is Gsszefiiggd.

Megoldds: Persze. Magéara a Hamilton korre is igaz, plane ha més élek is vannak.

Hény kiilonb6z6 Hamilton-kore van a G,, grafnak, ha

(a) G, az n cstucsu K, teljes grafot jeloli és n > 3;

(b) G,, egy olyan graf, melyhez K, egy x,y élének elhagyisa révén jutunk és n > 4;
(¢) Gy, a2n csucsu K, ,, teljes pdros gréfot jeloli és n > 2.

Megoldds: (a) (n—1)!/2

(b) (n—1)1/2 — (n—2)!

(c) nl(n—1)!/2

Létezik-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-ut az alabbi grafokban?

Megoldas:
(a) Van benne egy ronda Hamilton-kor.
(b) A kozéps6 kor 5 csomépontjat elhagyva 7 komponenst kapunk, se kor, se 1t.

(c) Ut konnyti, kor nincs, a kozépsé négyzet négy csicsat elhagyva 5 komponens.
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Legalabb hény éle van egy olyan hat (n) pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Megolddas: 6.

Legfeljebb hény éle lehet egy hat (n) cstcsd grafnak, amelyben nincs Hamilton kor?

Megoldds: 11. K5 plusz egy él a hatodik csicsba. Ha 12 éle van: Ore feltétel teljesiil, van Hamilton kor.

Legyen G egy n cstcsi graf. Ha taldlunk két nem szomszédos u, v csticsot, amelyekre d(u) 4+ d(v) > n,
akkor hizzuk be az uv élet. Ismételjiik az eljarast, amig el nem akadunk.

Eléfordulhat, hogy ezt az eljardst tobbféleképpen is végrehajthatjuk, mert egy 1épésben tobb lehetséges él
koziil is valaszthatunk.

(a) Bizonyitsuk be, hogy akdrhogyan is hajtjuk végre az eljérdst, az eredményként kapott graf mindig
ugyanaz. (Ezt nevezziik G lezartjanak.)

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha G lezértjdban van Hamilton kor, akkor G-ben is!
Megoldds: (a) Vegyiik a kovetkezé médositott eljarast: Vegyiik G-ben az OSSZES olyan uv pontpért, amik

nincsenek osszekotve és d(u) +d(v) > n, és EGYSZERRE huzzuk be az 6sszeset, majd ismételjiik. Be lehet
latni, hogy az igy kapott graf se tobb, se kevesebb, mint az eredeti eljarassal kapott.

(b) Ha akkor keletkezett Hamilton kor, amikor u-t és v-t Gsszekotottiik, akkor volt koztiik Hamilton tt.
Mivel d(u) + d(v) > n, van az Gton egy u-szomszéd, ami el6tt egy v-szomszéd van, maris megvan az Ore
bizonyitasbdl jol ismert 8-as alakd Hamilton kor, ellentmondas.

a. Mutassunk olyan grafot, amelyre nem teljesiil a Chvatal feltétel, de mégis van Hamilton kore.
b. Mutassunk olyan szamsorozatot, amelyre teljesiil a Chvatal feltétel, de nincs olyan graf, amelynek a

fokszamsorozata.

Megoldds: a. Pl maga a Hamilton koér. Minden d; = 2. b. Nagyon sok lehet6ség van. Pl egy olyan sorozat,
amelyre teljesiil a Chvatal feltétel, de az Gsszegiik paratlan. Vagy az egyik legalabb n.

Hazi feladat

1.

Igazoljuk, hogy minden 8-reguldris grafnak van 4-reguldris és 2-regularis feszito részgrafja is. Egy 2-reguldris
grafnak van-e mindig 1-reguldris feszi{t6é részgrafja?

(Egy gréfot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csicsanak a fokszdma k. Egy részgrafot feszitd részgrdfnak
neveziink, ha az eredeti graf dsszes pontjat tartalmazza.)

Tegyiik fel, hogy G egy Gsszefligg6 graf, és hogy K egy olyan kiére G-nek, amelynek tetszoleges élét torolve,
a kapott Ut G egy leghosszabb 1tja lesz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor K Hamilton-koére G-nek.



