Kombinatorika és grafelmélet 1.
13. gyakorlat, 2021. majus 10-11.
Legrovidebb utak, BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf élein egy [ : E — R élhosszfliggvény. Az uwv € E él
hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P tutjdnak a hossza a P éleinek Gsszhossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt
dist;(u,v) jeloli, melyre dist;(u,v) = £, ha létezik £ hossziisdgi uv it G-ben, de ¢-nél révidebb nincs. (Ha nincs uv-
ut G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tdvolsdgfiiggvényt, akkor az [ = 1 fliggvényre gondolunk;
ekkor minden 1t hossza az 1t éleinek szamadt jelenti.)

1.

Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy I : E — R, élhosszfliggvény. Tegyiik fel,
hogy egy u-bdl v-be vezetd élsorozat éleinek dsszhossza £. Igazoljuk, hogy dist;(u,v) < L.

Adott a G = (V, F) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy | : E — R, élhosszfiiggvény, valamint egy
r € V gyokérpont. Tegyiik fel, hogy d(r) = 0, tovdbba d(v) > dist;(r,v) teljestil minden r # v € V esetén.
Ha valamely uv € E esetén d(v) > d(u) + I(u,v), akkor végrehajthat6 az uv élmenti javitds, amikoris d(v)
értékét d(u) + I(u, v)-re csokkentjik.

e Igazoljuk, hogy a fenti élmenti javitds utdn kapott d fliggvényre d(v) > dist;(r,v) teljesil.

e Mutassuk meg, hogy ha d(v) = dist;(r,v) teljesiil minden v € V' pontra, akkor nem végezheté élmenti
javités.

Bizonyitsuk be, hogy ha nem végezhet6 élmenti javitds, akkor d(v) = dist;(r,v) teljestil minden v € V'
csucsra.

Igazak-e a fentiek akkor, ha a tavolsagfiiggvény negativ értékeket is felvehet? Miért?

Mi a helyzet akkor, ha a dist;(u,v) definici¢jdban legrovidebb 1t helyett legrovidebb élsorozattal dol-
gozunk?

Hogyan lehet zsineggel, vonalzdval és csavaralatétekkel nemnegativ élhosszok mellett irdnyitatlan grafban
legrévidebb utat meghatarozni?

Torpfalvan jarvany {itotte fel a fejét az kdvetSen, hogy csif korsag fertézott meg néhany torpot. Szerencsére
a betegségbdl minden torp egy nap alatt meggydgyul, és ezutdn egy napig immunissd valik, 4m sajnos
ezt kovetben ujra fertozédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem hallgatnak a WHO-ra, s6t,
az Operativ ToOrzsre sem, és nem adjék fel azt a megrogzott szokdsukat, hogy minden egyes nap minden
baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha egy beteg torp egy nem immunis, egészséges torppel talalkozik, az
utébbi bizonyosan megfert6zédik. Mutassuk meg, hogy ha Torpfalvan 100 térp él, akkor a jarvanynak a
kitorését kovetd 101-dik napon mér bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha
a torpok idékozben wjabb ismeretséget is kothetnek?

Tervezziink hatékony algoritmust, amelynek inputja egy (szomszédossdgi métrixaval megadott) G = (V, E)
(irdnyitott) graf és egy k szdm, outputja pedig minden u, v € csicsparra megadja, hogy G-ben hdny kiilonb6z6
u-bdl v-be vezetd k élbél &ll6 élsorozat talalhatd. (Pl. k = 1 esetén az inputként megadott szomszédossagi
matrix outputnak is kivélo.)

Legyenek ly,lo : E — R, élhosszfiiggvények a G = (V, E) grafon. Igaz-e, hogy ilyenkor dist;, (u,v) +
disty, (u,v) = disty, 41, (u, v) mindig teljesiil minden u,v € V-re?

Az aldbbi bal oldali abran ldthaté graf éleire irt szamok az adott él hosszat jelentik. Orén tanult médszer

felhasznaldsaval hatdrozzunk meg minden e-t6l kiillonb6z6 v csticsra egy legrovidebb ev utat. A kdzépso dbran
lathat6 grafban taldljunk minden pontbdl egy legrévidebb utat i-be.
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13.

14.

15.

16.

Kritikus a helyzet: Abszurdisztan févarosat, Mutyipusztat savkop6é menyétek invézidja fenyegeti. A fenti
jobb oldali abran lathaté a févaros térképe: az egyes utak mellett allé szamok az adott titvonal hosszat
jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az iigyeletes szuperhés, Orarugégerincﬁ Felpattand haritja el.
Mesteri tervének végrehajtdsa mellett (miszerint helikopterrél ligot permetezve semlegesiti a betolakodékat)
még ebben a vélsiagos pillanatban is a kozvagyon megévasa a legfobb célja. Ezért amellett, hogy minden
utcat végigpermetez és visszatér a szabadon valasztott kiinduldsi pontra, szeretné egyuttal minimalizalni
a lerepiilt Ossztavot is. Segitsiink Orarugégerincﬁnek abban, hogyan vélasszon dtvonalat! (Az utcdk &ltal
hatdrolt beépitett teriiletek felett repiilési tilalom van érvényben.)

. Lehetséges-e, hogy a bal oldali dbran lathaté G graf megvastagitott élei a G egy mélységi fajat alkotjak?

Az aldbbi kozéps6 dbran lithaté a G irdnyitatlan grafnak egy i gydkérbol indulé mélységi bejarasa utén
kapott F feszitéfdja. Tudjuk, hogy az e csics G-beli fokszama 7. Hatdrozzuk meg a G graf e-bél indulé éleit.

Tegylik fel, hogy az aldbbi jobb oldali dbran lathaté F' fa a G grafnak egyszerre az h-gyokerti BFS fdja és a
d-gyokert DFS féja. bLegfeljebb hény éle lehet G-nek?
c d

Mutassunk példét olyan irdnyitott D = (V, E) grafra, az éleken egy [ : E — R hosszfiigvényre, hogy alkalmas
s € V pontbdl inditva a Dijkstra algoritmust, helytelen eredményt kapunk.

Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) gréf, G élein egy [ : E — R élhosszfliggvény, egy r € V
gyOkérpont, valamint egy k pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy [ olyan, hogy nincs negativ 6sszhosszisagu kor.
Tervezziink olyan gyors algoritmust, amely megtaldlja G-nek mindazon v csicsait, amelyekbe vezet r-bél
legfeljebb k élbol all6 legrovidebb 1t.

A D iranyitott graf topologikus rendezése a D csucsainak egy olyan wvq,vs,...,v, sorrendje, amelyre az
teljesiil, hogy v;v; € E esetén ¢ < j (azaz minden él ,,balrdl jobbra” mutat). Igazoljuk, hogy D-nek pontosan
akkor van topologikus sorrendje, ha D DAG.

Mutassuk meg, hogy ha D DAG, akkor a mélységi keresése utdni befejezési sorrend megforditasa topologikus
rendezést ad.

Hatarozzuk meg a kozépsé dbran megadott PERT probléma minden tevékenységéhez a legkorabbi kezdési
id6pontot, valamint a ¢ tevékenység legkés6bbi olyan kezdési idépontjit, amely mellett a teljes PERT fe-
ladat a leheto legrovidebb idé alatt végrehajthato. Melyik tevékenységek kritikusak, azaz melyek azok a
csucsok, amelyeknek a kezdési idépontjaban torténd barmely késedelem a teljes PERT feladat befejezését az
optimélishoz képest a késedelem idejével megnoveli?
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17. Mi koze a PERT probléménak a legrovidebb utakhoz?

18. Tervezziink hatékony algoritmust, amely adott PERT probléma és adott u és v tevékenységek (grafesticsok)
esetén a PERT feladatnak olyan optimdlis iitemezését adja meg (mér amennyiben ilyen létezik), amelyben
az u tevékenységet hamarabb kezdjiik v-nél.

Hazi feladat.

1. G egy iranyitott graf, graf élein egy | : E — R sulyfliggvény. Tudjuk, hogy G-ben nincs negativ Gsszsulyu
kor. A csicsok egy része piros, a tobbi kék. Adjunk egy hatékony (polinomiélis) algoritmust, amely barmely két
pont kozott megadja a legrovidebb olyan 1t hosszat, amely tartalmaz piros pontot.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden irdnyitott graf két DAG unidja. (Vagyis kiszinezhet&k az élek pirossal és kékkel
ugy, hogy az egyszinii élek DAG-ot alkotnak.)



