Kombinatorika és grafelmélet 1.
13. gyakorlat, 2021. majus 10-11.
Legrovidebb utak, BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) gréf élein egy [ : E — R élhosszfiiggvény. Az uv € E él
hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P ttjdnak a hossza a P éleinek osszhossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt
dist;(u,v) jeloli, melyre dist;(u,v) = £, ha létezik £ hosszusdgi uv Gt G-ben, de ¢-nél révidebb nincs. (Ha nincs uov-
ut G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tdvolsagfiiggvényt, akkor az | = 1 fliggvényre gondolunk;
ekkor minden 1t hossza az 1t éleinek szamat jelenti.)

1. Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy | : E — R élhosszfliggvény. Tegyiik fel,
hogy egy u-bdl v-be vezetd élsorozat éleinek Gsszhossza ¢. Igazoljuk, hogy dist;(u,v) < L.

Megoldds: Induljunk el u-bdl az élsorozat mentén, és minden csiicsba megérkezve azon az élen menjiink
tovabb, ami az élsorozatnak az adott csicsbdl kiindulé élei koziil az élsorozatban a legkésébb talalhatdk. Igy
olyan uv-utat kapunk, aminek a hossza legfeljebb az élsorozat éleinek Osszhossza.

2. Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy  : E — R, élhosszfiiggvény, valamint egy
r € V gyokérpont. Tegylik fel, hogy d(r) = 0, tovdbba d(v) > dist;(r,v) teljestil minden r # v € V esetén.
Ha valamely uv € E esetén d(v) > d(u) + l(u,v), akkor végrehajthat6 az uv élmenti javitds, amikoris d(v)
értékét d(u) + I(u, v)-re csokkentjik.

e Igazoljuk, hogy a fenti élmenti javitds utdn kapott d fliggvényre d(v) > dist;(r,v) teljesil.

Megoldds: Van r-bdl legeljebb d(u) hosszi ru-ut, ezt az wv éllel kiegészitve egy legfeljebb d(u) + I(u, v)
hosszu rv-élsorozatot kapunk, és ennél a legrovidebb rv-tit sem lehet hosszabb.

e Mutassuk meg, hogy ha d(v) = dist;(r,v) teljesiil minden v € V' pontra, akkor nem végezhetd élmenti
javitas.
Megoldds: Az el6z6 megfigyelésbdl kovetkezik, hogy a javitas utani d fiiggvény is fels6 becslés a tavolsagokra.
Am ez a d(v) csokkentése utén nem teljesiil.

e Bizonyitsuk be, hogy ha nem végezhetd élmenti javitds, akkor d(v) = dist;(r,v) teljesiil minden v € V
csucsra.

Megoldds: Ha d(v) > dist;(r,v), akkor egy legrovidebb rv-tt valamelyik éle mentén lehet javitani.
e Igazak-e a fentiek akkor, ha a tavolsdgfiiggvény negativ értékeket is felvehet? Miért?

Megoldds: Az elsé ketté nem igaz. Ellenpélda egy C3, minden él hossza —1. Ekkor d 22 dist; esetén
végezhet$ élmenti javitds (csak a jobb becslést realizalo élsorozat méar nem 1t). A harmadik ugyan igaz,
de azzal meg az a gond, hogy elé6fordulhat, hogy mindig van élmenti javitdas. Ez viszont csak akkor
fordul el8, ha van negativ kor. Egyébként, ha viszont nincs negativ kor, akkor igaz marad.

e Mi a helyzet akkor, ha a dist;(u,v) definicigjaban legrovidebb 1t helyett legrovidebb élsorozattal dol-
gozunk?

Megoldds: Ha nincs negativ kor, akkor mindegy, hogy uttal vagy élsorozattal definidljuk a tavolsdgot.
Ha van, akkor viszont bizonyos tavolsagok koziil néhény igy —oo lesz.

3. Hogyan lehet zsineggel, vonalzéval és csavaralatétekkel nemnegativ élhosszok mellett irdnyitatlan grafban
legrovidebb utat meghatarozni?

Megoldas: Elkészitjik a graf modelljét: az alatétek a csicsok, és megfelel§ hosszisdgu zsinegek az élek. Ekkor
egy csucsnal fogva felemelve a gréfot, a tobbi csics mindegyike pontosan annyival lesz alatta, mint a két csics
tdvolsdga. A kifesziilé zsinegek pedig pontosan azok az élek, amelyek a gyokérbdl induld, egyik legrévidebb
Gton rajta vannak.

4. Torpfalvan jarvany iitotte fel a fejét az kovetéen, hogy csuf kérsdg fert6z6tt meg néhany torpot. Szerencsére
a betegségbol minden torp egy nap alatt meggydgyul, és ezutdn egy napig immunissd valik, am sajnos
ezt kovetben ujra fert6zédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem hallgatnak a WHO-ra, sét,
az Operativ Torzsre sem, és nem adjak fel azt a megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden
baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha egy beteg torp egy nem immunis, egészséges torppel taldlkozik, az



utébbi bizonyosan megfertézédik. Mutassuk meg, hogy ha Térpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a
kitorését kovetd 101-dik napon mér bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha
a torpok idékozben jabb ismeretséget is kothetnek?

Megoldds: Huzzuk 6ssze egy pontta a kezdetben fert6zott torpoket a bardtsaggrafban. A jarvany BES szerint
terjed a grafban a gyokértol kifelé.

Ismerkedés torpokkel akarmeddig eltarthat a jarvany. Ha az ismeretségi graf egy 3 ponti 1t, és miutan az
els6 torpe kigydgyul, megismerkedik az utolséval, akkor a jarvany korbe-korbe jar a kor mentén.

Tervezziink hatékony algoritmust, amelynek inputja egy (szomszédossagi matrixaval megadott) G = (V, E)
(irdnyitott) graf és egy k szdm, outputja pedig minden u, v € csicsparra megadja, hogy G-ben hany kiilonb6z6
u-bdl v-be vezetd k élbél 4ll6 élsorozat talalhatd. (Pl. k = 1 esetén az inputként megadott szomszédossagi
matrix outputnak is kivélo.)

Megoldds: A szomszédossigi matrix k-dik hatvanyat kell kiszamolni, pl gyors hatvanyozdssal.

Legyenek ly,ly : E — R, élhosszfiiggvények a G = (V, E) grafon. Igaz-e, hogy ilyenkor dist;, (u,v) +
disty, (u,v) = disty, 41, (u, v) mindig teljesiil minden u,v € V-re?

Megoldds: Abszolut nem. Legyen két parhuzamos uv él G-ben, e és f. Legyen l1(e) = 1, I1(f) = 2, la(e) = 2,
l2(f) = 1. Ekkor dist;, (u,v) = disty,(u,v) = 1, de disty, 41, (u,v) = 3.

Az alébbi bal oldali abrén ldthaté graf éleire irt szamok az adott él hosszat jelentik. Oran tanult médszer
felhasznaldsaval hatdrozzunk meg minden e-t6l kiilonbo6zo6 v cstuicsra egy legrovidebb ev utat. A kdzépso dbran
lathaté grafban taldljunk minden pontbdl egy legrovidebb utat i-be.

Megoldds: Nemnegativ élhosszokkal megadott graf egy csicsabdl kell megtaldlni minden més cstucsba egy
legrovidebb utat. Az 6ran tanult Dijkstra algoritmus alkalmas erre. Ha az algoritmus végrehajtdsa sordn
minden csicshoz megjeloliink egy olyan élt, amely az adott csics gyokértdl valo tavolsagat bedllitotta, akkor
a megjelolt élek alkotta feszitofa rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy a gyokérbdl annak mentén minden
mas cstcsba egy legrovidebb titon lehet eljutni.
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Kritikus a helyzet: Abszurdisztdn févarosat, Mutyipusztat savkop6 menyétek invazidja fenyegeti. A fenti
jobb oldali dbran lathaté a févaros térképe: az egyes utak mellett all6 szamok az adott dtvonal hosszat
jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az tigyeletes szuperhos, Orarugégerincﬁ Felpattano haritja el.
Mesteri tervének végrehajtdsa mellett (miszerint helikopterrél ligot permetezve semlegesiti a betolakoddkat)
még ebben a vélsidgos pillanatban is a kozvagyon megévasa a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden
utcat végigpermetez és visszatér a szabadon valasztott kiinduladsi pontra, szeretné egytttal minimalizalni
a lerepiilt Ossztavot is. Segitsiink Orarugégerincﬁnek abban, hogyan vélasszon ttvonalat! (Az utcék altal
hatérolt beépitett teriiletek felett repiilési tilalom van érvényben.)

Megolddas:

Vizsgaljuk egy optimalis megoldast! ()rarugégerincii baratunk utja a megadott graf egy olyan zart élsorozatanak
felel meg, ami minden élt legaldbb egyszer tartalmaz. Készitsiik el azt a grafot, amelyet az abrabelibdl
gy kapunk, hogy minden élt annyi parhuzamos példanyban htzunk be, ahinyszor OF végigrepiilt az
adott ttszakaszon. Az igy kapott G’ grafon OF ttja egy Euler-korséta lesz. A feladatunk tehédt az, hogy
a lehetd legkisebb Osszhosszisdgi parhuzamos élek behtizdsaval elérjiik, hogy a kapott G’ grafnak legyen
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Euler-korsétaja. Mivel az eredeti G graf Gsszefliggl, ezért az Euler-korséta létezésére vonatkozo, éran tan-
ult tétel szerint csupan azt kell elérni, hogy minden fokszam paros legyen a parhuzamos élek behuzasa
utan. Vilagos, hogy egyetlen élnek sem érdemes két parhuzamos példanyat behiizni az eredeti mellé, hiszen
ekkor kettével kevesebb parhuzamos példanyt behtizva egyrészt parosak maradninak a fokszdmok, mésrészt
a parhuzamosan behtzott élek Osszhossza csokkenne. Mérpedig egy fenyegetd menyétinvazié arnyékdban
egyetlen hazafi sem véllalhat felesleges sétarepiilést. Az dbran megadott grafnak pontosan két paratlan fokua
pontja van: d és h. A megparhuzamozott élek tehat egy d és h kozotti utat jelolnek ki G-ben, a mi célunk
pedig ezen Ut 6sszhosszanak minimalizalasa.

Egy legrovidebb dh utat kell tehat keresniink. Ez a tanult algoritmusok nélkiil is megy, hiszen a deh 1t hossza
5, és ennél rovidebb élen csak c-be juthatunk d-bol, ahonnan nem lehet 5-nél révidebb élen folytatni az utat.
OF optimalis utvonala tehat olyan lesz, ami minden élt pontosan egyszer jar be, kivéve a kétszer bejart de
és dh éleket. A feladat szerint meg is kell tervezni egy ilyen ttvonalat. Erre egy lehetéség egy tetszileges
Euler-séta d-bél h-ba, majd a he ill ed élek bejardsa. Szegény Felpattand! Rajta tdn még ez sem segit. Nosza,
itt egy itiner, hogy még Mutyipusztan is értsék: dcabdeb fiehigchgadhed

Lehetséges-e, hogy a bal oldali dbrén lathaté G graf megvastagitott élei a G egy mélységi fajat alkotjak?

Megoldds: Tranyitatlan grafban DFS utdn nincs keresztél. Ha dh nem keresztél, akkor a gyokér nem lehet
a,b,c,e, f,i. Ha hf nem keresztél, akkor a gyokér nem lehet g, d, e. Egyediil h-t nem zartuk ki, azonban ha h
lenne a gyokér, akkor bd keresztél volna. Igazoltuk tehat, hogy a vastag élek nem alkothatjak a G feszit6fajat.
Az aldbbi kozéps6 dbran ldthaté a G iranyitatlan grafnak egy i gydkérbdl indulé mélységi bejdarasa utén
kapott F' feszitéfdja. Tudjuk, hogy az e csics G-beli fokszama 7. Hatdrozzuk meg a G graf e-bdl indulé éleit.

Megoldds: Tudjuk, hogy iranyitatlan graf mélységi bejarasa utani osztalyozasban a grafnak nincs keresztéle,
azaz olyan éle, amely olyan csticsokat kot Ossze, melyek nem leszarmazottai egymésnak. Ezek szerint az e
csucs csakis a fabeli leszarmazottaival vagy Gseivel lehet 6sszekotve, konkrétan az a, b, f, g, ¢, d és i pontokkal.
Mivel tudjuk, hogy e-nek pontosan 7 szomszédja van, ezért e szomszédsagat pontosan az iménti 7 pont alkotja,
igy a G graf e-bdl indulé élei éppen az ea, eb, ef, eg, ec, ed, ei élek.

Tegyiik fel, hogy az alabbi jobb oldali dbran lathaté F' fa a G grafnak egyszerre az h-gyokeri BFS féja és a
d-gyokert DFS faja. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Megoldds: Az érén azt tanitottdk, hogy irdnyitatlan grafban a DFS bejards utdn nem lesz keresztél, és az
is szerepelt, hogy a BFS fanak csak olyan csiicsai kozott futhatnak G élei, melyek gyokértol mért tavolsaga
legfeljebb 1-gyel tér el egymastol. Tehat G minden, a megadott faban nem szereplé éle a d gyokérbol nézve
leszarmazottakat kot Ossze, mig a h gyokérbol nézve keresztélnek kell lennie. Ebbol az kovetkezik, hogy csak
olyan éle lehet G-nek a megadottakon kiviil, amely d-bél indul, tovabbé (mivel d a h-tél 1 tdvolsdgra van),
az él masik végpontja h-tol a faban 0,1 vagy 2 tdavolsdgra lehet. Az d tovdbbi szomszédai tehat csakis i és
e lehetnek, rdaddsul mindkett6 valéban lehet is szomszéd, hisz mind a DFS, mind a BFS meg tudja taldlni
F-et, ha ezen élek jelenlétében futtatjuk a megfelelé gyokérbol. Ez azt jelenti, hogy G-nek az F' élein tul
legfeljebb két tovabbi éle lehet, ami Gsszesen 10 él. Ez a vélasz tehat a feladat kérdésére.

& d

Mutassunk példét olyan irdnyitott D = (V, E) grafra, az éleken egy [ : E — R hosszfiigvényre, hogy alkalmas
s € V pontbdl inditva a Dijkstra algoritmust, helytelen eredményt kapunk.

Megoldds: Legyen l(sa) = 1, l(sb) = 2, [(ba) = —2. Az a-t késznek fogjuk nyilvanitani az els6 korben, 1
sillyal, pedig b-n keresztiil révidebb (0 silyt) dton el lehet hozzd jutni.
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Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy I : E — R élhosszfliggvény, egy r € V
gyOkérpont, valamint egy k pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy [ olyan, hogy nincs negativ 6sszhosszisagu kor.
Tervezziink olyan gyors algoritmust, amely megtaldlja G-nek mindazon v csicsait, amelyekbe vezet r-bél
legfeljebb k élbél 4116 legrovidebb tit.

Megoldds: A Fordot médositjuk gy, hogy minden javitdsnal nyilvantartjuk, hogy melyik csticsbédl javitottunk,
és azt hogy hdny él{i az eddigi legkevesebb élbdl 4116 legrovidebb tit ebbe a csicsba. (Ha egy élmenti javitdsndl
ugyanazt a tavolsdgot kapjuk, de az élszdm csokken, akkor is javitunk.) A Ford végén a nyilvantartott
mutaték egy olyan legrovidebb utak fijat adjak, amelyik a gyokérbol minden pontba egy legkevesebb éli
legrévidebb utat tartalmaz. A fiban a gyokértdl legfeljebb k élen elérhetd pontok adjédk a keresett halmazt.

A D iranyitott graf topologikus rendezése a D csucsainak egy olyan vy, vs,...,v, sorrendje, amelyre az
teljesiil, hogy v;v; € E esetén i < j (azaz minden él ,,balrdl jobbra” mutat). Igazoljuk, hogy D-nek pontosan
akkor van topologikus sorrendje, ha D DAG.

Megoldds: Tegytik fel, hogy van topologikus rendezés. Mivel minden él ,,balrél jobbra” mutat, vagyis minden
él végpontjanak az indexe nagyobb, mint a kezd6ponté, vilagos, hogy nincs irdnyitott kér. Most tegyiik fel,
hogy nincs irdnyitott kor. Ekkor viszont biztos van olyan pont, amibél nem megy ki él (nyels), mert ha
nem lenne, akkor elindulhatnink egy irdnyitott Ut mentén és sose akadnank el, ezért végiil talalnank egy
irdnyitott kort. Most ezt a nyel6t tegyiik be utolsonak a rendezésben, es keresstink egy 1j nyel6t, stb.

Mutassuk meg, hogy ha D DAG, akkor a mélységi keresése utdni befejezési sorrend megforditasa topologikus
rendezést ad.

Megoldds: Az elsonek befejezett pontbdl csak visszaél indulhat. Viszont mivel D DAG, ilyen nincs, tehat ez
a csucs nyel6. Ha toroljik ezt a pontot a grafbdl, akkor a DFS ugyanugy fut, csak ezt a pontot nem talalja
meg. Széval a masodiknak befejezett pont nyeld az elsé pont torlésével keletkezd grafban, stb.

Hatarozzuk meg a kozépsé dbran megadott PERT probléma minden tevékenységéhez a legkorabbi kezdési
idopontot, valamint a ¢ tevékenység legkés6ébbi olyan kezdési idopontjat, amely mellett a teljes PERT fe-
ladat a lehetd legrovidebb idé alatt végrehajthato. Melyik tevékenységek kritikusak, azaz melyek azok a
cstcsok, amelyeknek a kezdési idopontjaban torténd barmely késedelem a teljes PERT feladat befejezését az
optimalishoz képest a késedelem idejével megnoveli?
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Megoldds: Elséként meghatdrozzuk PERT graf pontjainak egy topologikus sorrendjét (pl. forrdsok meg-
taldlasaval és torlésével). Megkapjuk pl az d, a,b, ¢, e, g, h, f,i sorrendet. Ebben a sorrendben meghatarozzuk
az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét, és az azt meghatdrozd, az adott csticsba futé élt (éleket) meg-
jeloljiik. (Az dbrén vastagitdssal ill. a csticsok melletti szamokkal.) Meg kell még hatdroznunk a ¢ tevékenység
legkésobbi olyan kezdési idopontjat, amely mellett a projekt még a lehetd legrévidebb idén beliil befejezhetd.
Vegyiik észre, hogy a c tevékenység kezdése kozvetleniil csak azokra a tevékenységekre hat, amelyekbe c-bdl
él fut, konkrétan az e és f tevékenységekre. Azonban e és f mindegyike rajta van a daegh fi kritikus tton,
igy ezeknek a tevékenységeknek muszdj az imént kiszamitott kezdési idében elkezdddnitlik. A ¢ tevékenység
legkésobbi kezdési ideje tehat az a legnagyobb érték, ami még nem veszélyezteti e és f id6beni kezdését. A
ce él miatt ¢ nem kezdédhet 17-nél, a cf él miatt pedig 20-ndl késébb. A vélasz tehdt a 17 kezdési id6 a ¢
tevékenységre.

Mi koze a PERT probléméanak a legrovidebb utakhoz?

Megoldds: A PERT-ben minden v csicshoz egy v-be vezetd (barhonnan induld) leghosszabb utat kerestink.
Ez az uthossz lesz az adott v csticsnak megfelel$ tevékenység legkorabbi kezdési ideje. A leghosszabb it meg



mindjart legrovidebb lesz, ha negéljuk az élhosszokat. Negativ élhosszokkal meg akkor tudunk legrévidebb
utat keresni (pl Forddal vagy Floyddal), ha nincs negativ kor. Ja, és ilyen nincs, hisz koér sincs. A PERT
modszer egy ezektdl kiillonbozd (és hatékonyabb) dinamikus programozési eljdrds, viszont csak akkor alka-
Imazhatjuk, ha nincs irdnyitott kor.

18. Tervezziink hatékony algoritmust, amely adott PERT probléma és adott u és v tevékenységek (grafesticsok)
esetén a PERT feladatnak olyan optimdlis iitemezését adja meg (mér amennyiben ilyen létezik), amelyben
az u tevékenységet hamarabb kezdjiik v-nél.

1. megoldds: Bevezetiink egy 0 hosszu uv élt. Ha ezdltal a graf DAG marad és az optimum sem valtozik,
akkor van ilyen iitemezés (és a PERT meg is taldlja a kiegészitett grafon futtatva), ha nem, akkor nem.

2. megoldds: Megnézziik, hogy van-e v-bdl Ut u-ba. Ha igen, akkor egyaltalan nincs ilyen titemezés. Ha nincs
ut, akkor meghatarozzuk u legkordbbi és v legkés6bbi kezdési idejét optimdlis iitemezés mellett. (Ez két
PERT feladat megolddsat jelenti, a masodik a fordiott éli grafon (forditott top sorrenddel) torténik.) Ha
az utébbi kezdési id6 az elobbit koveti, akkor igen a vélasz, egyébként meg nem. Ugyanis tekintsiik a sima
PERT altal adott f itemezést, amikor mindent a lehet6 leghamarabb kezdiink el, és nézziik azt a g-t, amikor
mindent az utolsé pillanatban. Ha most minden u el6tti tevékenységet az f szerint, az Osszes tobbit meg a
g szerint kezdjiik, akkor olyan optimadlis itemezést kapunk, amiben u megel6zi v-t.

Hazi feladat.

1. G egy iranyitott gréf, graf élein egy | : E — R silyfiiggvény. Tudjuk, hogy G-ben nincs negativ Gsszsilyt
kor. A csicesok egy része piros, a tobbi kék. Adjunk egy hatékony (polinomidlis) algoritmust, amely bérmely két
pont kozott megadja a legrovidebb olyan ut hosszat, amely tartalmaz piros pontot.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden irdnyitott graf két DAG unidja. (Vagyis kiszinezhetdk az élek pirossal és kékkel
ugy, hogy az egyszinii élek DAG-ot alkotnak.)



