Kombinatorika és grafelmélet 1.
1. gyakorlat, 2021. februar 8.
Elemi leszamldlasok, szita-formula

Tudnivalok:

Ismétlés nélkiili permutécié: n kiillonbozo elem Gsszes lehetséges sorrendje,
nl.

Ismétléses permutécio: van n féle elem, az i-edik félébol k; darab. Ezen elemek Osszes lehetséges kiillonbozé
sorrendje,
(k1 +ko + -+ k)
klko!- - Kyl

Ismétlés nélkiili variacio: hanyféleképpen tudunk n kiilonboz6 elembdl k darabot kivalasztani, sorrend szamit,
nn—1)---(n—k+1) =nl/kl.

Ismétléses variacié: hanyféleképpen tudunk n kiillonb6z6 elembdl k darab nem feltétlentil kiilonb6zot kivalasztani,

sorrend szamit,

TLk

Ismétlés nélkiili kombiédcié: hanyféleképpen tudunk n kiillonbozé elembdl k darabot kivalasztani, sorrend nem

szamit,
(n) n! nn—1)---(n—k+1)

k) Kln—Fk)! 3] '

Ismétléses kombidcié: hanyféleképpen tudunk n kiillonboz6 elembdl k darab nem feltétleniil kiillonbozét kivalasztani,

sorrend nem szamit,
n+k—-1\ (n+k-1
k o n—1 '

Binomialis tétel: (a +b)" = >0 (7)a™ b

Egyszerii osszefiiggések: 2" = 37 ("), (1) = (,",)- (1) = (") + (721)-

Skatulya elv: n dobozba rakunk n + 1 targyat. Ekkor mindig lesz olyan doboz, amiben legaldbb két targy
van.

Erdds-Szekeres tétel: egy n? + 1 hosszi, kiilénboz6 szamokbdl 4ll6 sorozatnak mindig van n + 1 hossz,
monoton részsorozata.

Szita formula: Ay, ... A, halmazok. |Ufy Ajl = 350 [Ail =30, [AiN Al + 30, o [AiN Ay N Ay [+ =
S (=1)F S (i-es metszetek).

1=

1. A cirkusz porondjara 3 tigris, 4 oroszlan és 2 parduc vonul be libasorban. Hanyféle lehet a sorrend, ha az
azonos faju allatokat nem tudjuk megkiilonboztetni?

Megoldds: 9!/(3! - 41 - 2!).
2. Egy versenyen 22-en indulnak; az tGjsagok az elsé nyolc helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista?
Megoldds: 22!/14).

3. A biciklis klub tagjai négyjegyli tagsdgi szamokat kapnak. A biciklistdk babondsak, félnek a 8-ast6l. Hany
olyan tagségi szdm lehet, amiben nincs 8-as (de 0-val kezdddhet)?

Megoldds: 9*.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hény 6toslotté szelvényt kell kitoltentink, hogy biztosan legyen telitaldlatosunk? Es hatoslotté szelvényt?
Héany szelvény sziikséges a toton a legaldbb 6t taldlathoz (a tizenhdrombdl)?

Megoldds: 6toslotto: (950), hatoslotté: (465), tot6: 3 elég (csupa 0, csupa 1, csupa ), 2 nem elég.
Hényféleképpen allhat sorba n fii és n lany gy, hogy azonos nemiiek ne alljanak egymés mellett?

Megoldds: 2 - (n!)2.
Hényféleképpen juthatunk el New Yorkban a 14. utca és a 10. avenue sarkardl a 23. utca és az 5. avenue
keresztez6désébe, ha mindig kozteriileten kell a cél felé haladnunk?

Megoldas: (9;:5). Osszesen 14 1épés, amibdl 9-ben avenue-n megyilink (utca szdm nd) 5-szor pedig utcdn
(avenue szém csokken)

Egy 15 tagu klub elnckot, titkart és jegyzot valaszt. Hanyféleképpen tehetik ezt?

Megoldds: 15-14 - 13
Es ha a népszeri Kovacs urnak mindenképpen szeretnének valamilyen tisztséget adni?

Megoldds: 15 -14 - 13 — 14 - 13 - 12 (el6z6bdl levonjuk, ahol Kovécs ur hoppon marad)

Egy gimndziumban 16 osztaly van, az osztalylétszam mindeniitt 40. Mindegyik osztaly 5 tagu kiildottséget
kiild az iskolai didkbizottsagba. Hanyféle lehet a didkbizottsag Osszetétele?

Megoldas: (450) 10

Hény olyan tizjegy(i szdm van, amelyben szerepel az 5-6s szamjegy? (Egy szdm nem kezdédhet 0-val).

Megoldds: 9 - 10 — 8 - 99, (Az dsszes tizjegyti szambdl levonjuk azokat, amiben nincs 5-6s.)
Tudomanyosan igazolt tény, hogy az atlantiszi orszagok zaszlaja 3 vizszintes savbodl 4ll, minden sav a piros,
fehér, zold, kék, sarga, fekete szinek valamelyikére van szinezve, ugy, hogy a szomszédos savok kiillonbozé
szintiek legyenek. Természetesen kiillonbozo orszagok lobogdi egymastol kiillonbozoek. Legfeljebb hany orszag
létezhetett Atlantiszban? Legfeljebb hény olyan orszdg lehet, melynek zaszlajiaban van piros sav?

Megoldds: 6 -5 - 5 (els6 cstk 6-féle lehet, masodik 5, harmadik 5) vagy médskepp 6 — 6 — 2 -6 - 5 (Gsszesen
63-féle zaszlgvan, levonjuk azokat, ahol két szomszédos csik egyforma szinfi)

6-5-5—05-4-4 (6sszesbdl levonjuk azokat, amiben nincs piros)

Egy 99 elemii halmaznak paros vagy péaratlan elemszamu részhalmazabdl van-e tébb? Hat egy 100-elemii
halmaznak?

Megoldds: Ugyanannyi. A péaros és paratlan halmazok péarokba &llithaték tdgy, hogy az utolso elemet
kivesszuk illetve betessziik. 99-re masik megoldas: (gig) = (ggﬁi), i es 99 — i ellentétes paritasu.
Feldobunk tiz egyforma dobdkockat. Hanyféle lehet az eredmény?

Megoldas: Hat féle dologbdl valasztunk osszesen 10-et, sorrend nem szamit: ismétléses kombinacié, n = 6,
k=10, (*%F°).
Minimélisan hany toréssel lehet egy 4 x 5-s csokitablat egyes kockakra tordelni?

Megoldds: Mindenképpen 19, minden toréssel eggyel tobb darab lesz.

Hény bastyat lehet elhelyezni tgy a sakktablan, hogy egyik se iisse a mésikat? Es hényféleképpen helyezheto
el ez a maximalis szamu béastya a sakktabldn gy, hogy ne alljanak titésben?

Mik a vdlaszok futékra?(*)

Megoldds: Béastya: minden oszlopban max 1 lehet, tehdt max 8, ennyit el is lehet helyezni, mégpedig 8!-
féleképpen. Futé: kiilon nézhetjiik a fehér és fekete mezdket, monjuk fehér: jé irdnybdl nézve 7 atld, tehat
Osszesen max 14 futé. Ennyit lehet is. Hanyféleképpen: a két széls6 egyes koziil egy lehet, aztdn befelé
haladva 2-2 lehetéség, Gsszesen (2%)2.
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Igazoljuk, hogy barmely 5 egymast kévetd egész szam szorzata oszthaté 120-szal. Mit mondhatunk &
egymast kovetd egész szam szorzatérol?

Megoldds: Mivel (Z) egész, ezért k egymast kovetd egész szorzata oszthaté k!-sal.

Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész n szémra (i) >, i() =n- 2771, (ii) T, (”)2 = (2”)

Megoldds: (i) Valasszunk ki n ember koziil egy tetszdleges méretii csapatot, egy f6nokkel. Mindkét oldal ezt

szamolja le. (ii) Mindkét oldalon egy 2n elemii halmaz n elemfi részhalmazainak szdma &ll, a bal oldalon a
szamolasnal két n-es részre osztva az alaphalmazt.

Hény olyan 10 hosszt dobassorozat van a dobdkockaval, melyben a dobott szdmok 6sszege 3-mal oszthatd?

Megoldds: 6° - 2 vagy masképp 610/3.

Hény kiilonb6z6 médon lehet kitdlteni egy Stoslottdszelvényt? Hany 5-, 4-, 3- ill. 2-taldlatos lesz ezek kozott
a sorsolas utan?

Megolddas: (950).

() () i=5432

Hényféleképpen allhat fel fotézashoz két egymas mogotti sorba 2n kilénb6z6 magassagi ember ugy, hogy
minden hatsé sorban allé6 magasabb legyen annél, aki az elsé sorban kozvetleniil el6tte all?

Megoldds: (2n)!/2™. Allitsuk ket sorba (2n)! lehetdség, majd az elsé n mogé élljon be a masodik n. Ezutén,
ha valaki el6tt magasabb ember all, cseréljenek helyet. Ugyanazt az elrendezést 2"-szer kaptuk meg.
Hényféleképpen lehet az alabbi tabldzatbol kiolvasni a METAMATEMATIKATEMATIKA szét, ha csak
jobbra és lefelé haladhatunk?

E

| >

elelis| g id i Follol i
sl =2 3|1 = Zle 8
I ol Eli
== =8 | 2 | 3| =
A==~ 1] e 2w 8
el N I e e B!
Z|m| 3| =~ B =2
> 2w 8 e =~ 1]
=2 3|1 | = =8
—| 3= 2= 3] = = =
== E = =8 e S
== =8 | 2 | S| e

=>2im 8 e 2 =1
— 1| 2| =] S| =

Megoldas: Ha a # helyén egy A lenne, akkor a valasz (13; 8) lenne. Vonjuk le azokat az utakat, ami hasznalja
a @ helyén levo A-t: ez (8J5r5) . (5;3) ut. Tehdt a valasz (13;8) — (8;5) . (5;“3)
Nyolc ember szeretne teniszezni harom teniszpalyan gy, hogy az egyik palyan parost, a két mésikon egyénit
jatszanak. Hanyféleképpen tehetik ezt meg, ha a palydkat kiilonbozoeknek tekintjik, de ugyanazon palya
két térfelét nem kiilonboztetjik meg? (Természetesen az embereket is kiilonbozéknek tekintjik, és az is
szamit, hogy a négy pdros meccset jatszo jatékos kozott ki kinek a partnere.)

Megoldds: 8!/(2 - 2 - 23) vagy masképp (i) -3 (;l)

Hényféleképp oszthaté egy 30 f6s osztaly hat, 6tf6s csapatra?

Megoldds: Nem egyértelmii, hogy megkiilonboztetjiik-e a csapatokat. Mondjuk igen. Ekkor sorban kivalasztva
a csapatokat: ((7) - (7) - (5) - (5) - (5))/6!

Egy moziban n széksor van, az egyes sorokban k1, ks, ..., k, szék. Hanyféleképp iiltethetiink le a teremben
m embert? Hat egy k székbdl all6 sorba hanyféleképp tilhet le | hdzaspar, ha a parok egymés mellé tilnek?
Megoldds: Legyen f = Y"1 | k;, ekkor a vélasz fl/(f —m)! vagyis f(f —1)---(f —m+1).

A maésodik: (k;l) - 2!, Ha Osszeragasztjuk a hazasparokat, akkor tulajdonképpen I par és k — 2I iires szék
van egy sorban. Ez (k ;l)-féle lehet, és még minden hazaspat kétféleképpen iilhet.



25. Kovécs dr és neje négy mdsik hdzaspart 14t vendégiil. Megérkezéskor a kozeli bardtok kezet fognak (a
nék is). Természetesen senki sem fog kezet a hdzastarsdval. Az este egy kés6bbi pillanatdban Kovécs ur
megkérdezi a jelenlévéket, hogy hényszor fogtak kezet, s erre csupa kiilonb6z6 vélaszt kap. Hany emberrel
fogott kezet Kovdcsné? (*)

Megoldds: 9 embert kérdez meg, tehat 9 kiillonbozé vélaszt kap. Egy ember min 0-szor és max 8-szor
foghatott kezet, tehat a védlaszok éppen 0,1,...,8. A 8-as mindenkivel kezet fogott, csak a hazastarsival
nem. Tehat a hizastdrsa a 0-as. Ha most t6liik és a kézfogasaiktdl eltekintiink, akkor mindenkinek eggyel
csokkent a szdma, az elH 0z6z6hoz hasonléan itt a 6-os hazastarsa a 0-as, stb. Azt kapjuk, hogy az eredeti
kézfogasokkal szamolva, a hazastarsak a 8,0, 7,1, 6,2 és 5,3, Kovacsné a 4-es.

26. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szdm, akkor p(n) = n][, ., , prm(l — %) az n-nél kisebb, n-hez
relativ prim pozitiv egészek szama.

Megoldds: Szita formuldval, n —n/p1 —n/p2 —---+n/(p1p2) +- - - —n/(p1paps3) - - -, n-et kiemelve, szorzatta
alakitva kész.

27. Igazoljuk, hogy 2019 tetszOlegesen megadott egész szambdl kivalaszthaté néhany ugy, hogy az Gsszegiik
2019 tobbszorose legyen.

Megoldds: Legyenek a szamok aq,as,...,a2019- Az a1, a1 + ag, ay + as + as, ..., a1 + ... + ag019 Szdmok
kozott vagy van 0 maradéki (mod 2019) vagy van ket azonos maradéki, ezek kiilénbsége j6 lesz.

28. A 65 f6s évfolyambdl néhdny embernek (legaldbb egynek) el kell menni a kombi eldaddsra, néhdnynak
(legalabb egynek) az évnyitéra, néhdnynak (legaldbb egynek) meg a kocsméba, de ezek egyszerre vannak,
hényféleképpen tehetik ezt meg?

Megoldas: Szita formula, A: senki sem megy kombira, B: senki sem megy évnyitora, C: senki sem megy
kocsméaba. |AU BUC| = 35° .3 — 2% .3 + 1. Nekunk a komplementere kell: 465 — 365 .3 4+ 265.3 — 1.

29. Igazoljuk, hogy tetszoleges n,k > 1 egészek esetén megadhaté olyan aq,as, ..., anr kiillonbozd szamokbdl
allé sorozat, amely nem tartalmaz sem n + 1 tagi névekedo, sem k + 1 tagi csékkené részsorozatot.

Megoldds: Legyen 0 < ¢ < k és 0 < j < n esetén ajn; = jk — 1. Novekedd részsorozatban a j, csokkenében
pedig az i novekszik.

30. Mennyi n elem fixpont nélkiili permutacidinak szdma? (Azaz az olyan permutdcik szdma érdekel benniinket,
melyben semmilyen i € {1,2,...n} elemre sem teljesiil, hogy éppen az i. helyen dllna.) Ha ez az érték f(n),
akkor mennyi az f(n)/n! ardny limesze, ha n tart végtelenhez?

Megoldds: Szita formuldval, n!—n-(n—1)1+(5) (n—2)!1— () (n—=3)! - - - = nl(1-141/2!-1/314+1/41-1/51+. ).
Ez egyébként tart n!/e-hez.

31. 70 tolmécs koziil barmely kettére igaz, hogy mindketten ismernek olyan nyelvet, amit a mésik nem. Osszesen
legaldbb hany nyelvet beszélnek? (*)

Megoldds: Mind koztudott, (i) = 70, tehat ha veszlink 8 nyelvet és minden tolmécs megfelel egy 4 elemi
részhalmaznak, ami az altala ismert 4 nyelv, akkor ez 70 tolmécs és teljesiti a feltételeket. Tehat 8 nyelv
elég. Most tegyiik fel, hogy 7 nyelv is elég. Ekkor van 35 tolmécs, aki mind ismeri vagy egyik se ismeri a
7-es nyelvet. Tehat ezekhez a masik 6 nyelv is elég. Hasonléan, 18-hoz elég lenne 5 nyelv, 9-hez 4, 5-hoz 3,
3-hoz 2, 2-h6z 1 nyelv, ami lehetetlen! Tehét 8 nyelvre sziikség van.

32. Egy n oldali konvex sokszog belsejében nincs olyan pont, amelyen a sokszog ketténél tobb atldja halad at.
Hény metszéspontja van a sokszog dtldinak a sokszog belsejében? (*)

Megoldas: Akarhogy vesziink 4 csiicsot, azoknak megfelel egy metszéspont, és forditva, minden metszéspontnak

megfelel 4 cstucs. Tehat a valasz (Z)

33. 10 rablé egy rengeteg lakattal lezarhaté 1ladaba gytijti a rabolt kincset. Ijgy szeretnék a ladat lelakatolni,
és kiosztani a kulcsokat (egy lakathoz tobben is kaphatnak kulcsot), hogy barmely 4 rablé ki tudja nyitni
a ladat, de ez semelyik 3 rablénak ne sikeriilhessen. Legalabb hany kiilonb6z6 lakatot kell | venniiik” a
vasboltban, hogy ezt megtehessék? (*)



34.

Megoldds: Barmely harom rabléhoz kell lennie olyan lakatkulcsnak, ami nekik hianyzik, de két harmashoz
ennek kiilénbozének kell lenni. Tehat (130) lakat kell. De ennyi elég is, minden hetesnek feleljen meg egy
lakat, amihez csak nekik van kulcsuk. (130) = (170) tehat kész vagyunk.

A HK 18 vezet§jébdl hanyféleképpen lehet a gélyatabor 9 f6s szervezibizottsagat gy megvalasztani, hogy

a 7 biintetett elééletii tagbdl legfeljebb 3 kaphasson helyet a testiiletben?(*)

Megoldds: Minden 9-elemi részhalmaz és komplementere koziil pontosan az egyik szervezhet. Tehat a valasz

(5)/2.

Hazi feladatok

1.

a. Egy hosszi alaki asztalnédl egymés mellett 1il6 n emberbdl hanyféleképpen lehet olyan k-tagu bizottsagot
kijelolni, amelybe nem keriilnek kozvetleniil egymés mellett iil6 tagok? (*)

b. Ugyanaz, csak az n ember egy kor alakd asztalndl ul. (*)

. a. Az (z + )% kifejtésében melyik tag egyiitthatéja a legnagyobb?

b. Az (2z + 3y)'% kifejtésében melyik tag egyiitthatéja a legnagyobb?
(A kifejtés soréan elvégezziik a beszorzdsokat és Osszevonjuk az azonos szorzatokat, tehdt minden tag
Ciztyl90=% alakot 6lt alkalmas i-re. A kérdés a C; egyiitthatékrdl szdl.)



