Kombinatorika és grafelmélet I
Nyilthelyi, 2020. majus 8, 9.00-12.00

Javitokules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 4llitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetdé gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibdért altaldban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

A megoldasokat kiildjék el 12.00 el6tt a geza@renyi.hu cimre! Kérem, olvashatéan irjanak,
aki kézzel, az viszonylag nagy betilikkel és mindenki minden oldalra irja ra a nevét!

Minden irott anyag hasznalhaté.

Az alairashoz 40%-ot kell elérni. J6 munkat!

1. A G teljes graf csicsal uy, ug, ..., Uy, V1,02, ..., 05, 0 > 2. Az uu; (1 < i < j <n)élek
silya 1, a vu; (1 <i < j <mn) élek silya 2, az u;v; (1 <1i,7 < n) élek silya z, ahol z > 0 (nem
feltétlentil egész).

a. Hatdrozzuk meg a minimadlis dsszsilyu feszitéfa S(x) osszsilyét z fliggvényében.

b. Hatarozzuk meg a minimélis Osszsulyt feszitéfak szamat, ha x = 3.

a. Tudjuk, hogy a mohé algoritmus megtalalja a minimalis feszitofat. Ugyhogy azt fogjuk kovetni. 1 pont
Legyen 0 < z < 1. Ekkor a mohé algoritmus az z sulyd w;v; éleket vélasztja (z = 1 esetén véalasztHATja) amig
lehet. De mést nem is kell vdlasztania, csupa x silyu élbél el lehet érni a feszitéfdig. Ennek 2n — 1 éle van, tehdt a silya

(2n — 1)z. 2 pont
Most legyen 1 < z < 2. Ekkor a mohé algoritmus az 1 stlyt w;u; éleket vélasztja (z = 1 esetén vélasztHATja) amig
lehet. Ekkor lesz egy feszitéfank az wi, us, ..., u, cstcsokon. Ezutdn az az x silyd u;v; éleket valasztja (z = 2 esetén

vélasztHATja) és ezzel el is érjik a feszitéfdt. Ennek n — 1 1 stilytd és n z silyd éle van, tehét a stlyan —1+nz. 2 pont
Végiil legyen 2 < z. Ekkor el8szor az 1 silyd u;u; éleket vélasztjuk (z = 1 esetén valasztHATjuk) amig nem kapunk
egy feszitéfat az ui,uz, ..., un csicsokon. Utdna jonnek (z = 2-re jJ6HETnek) a 2 sulyd v;v; élek, amig nem kapunk egy
feszitofat a vi,va, ..., v, cstcsokon. Végiil behtizunk egyetlen egy = silyu élt, ami Gsszekdti a két feszitofat. Ennek a
sulya1(n —1)+2(n—2)+z=3(n—1) +z. 2 pont
b. Ha x = 3, akkor tehdt a minimalis feszit6fa két feszitéfa unidja az uq,us,. .., u, csicsokon illetve a vi,va,..., v,

csticsokon, és egy tetszOleges 6sszekotd 6l Az w1, ug, ..., un csicsokon n" "2, a vi,vs, ..., v, csicsokon is n"~? feszitéfa

van, 6sszekotd él pedig n? darab van. Tehdt n™ 2. n" "2 . n? = n?"~2 minim4lis feszitéfa van. 3 pont

2. A G 8 pontu graf két darab héaromszog és egy él diszjunkt unidja. Minimélisan hany élt
kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott graf egyszerti maradjon és legyen Euler kore?

Akkor és csak akkor van Euler kor, ha minden fokszam péros és a graf izoldlt pontoktdl eltekintve Osszefiiggd. Jelenleg
a haromszogekben levs csicsok fokszamai parosak, a mdésik két csics fokszama paratlan. Viszont harom 0Osszefoggd

komponens van, két haromszog és egy él. 1 pont
Vildgos, hogy minden 6sszefiiggd komponensbé inditani kell egy élt, hogy Osszefiiggévé tegyiik a grafot. 1 pont
Nézziik most a haromszog komponenseket. Ha csak egy él megy valamelyikbdl, akkor egy csiics fokszama paratlan
lesz. Tehat mindkét haromszog komponensbdl legalabb két él indul. 2 pont
Most nézzuk az él komponenst. Itt minden csics foka 1, tehdt mindkét csicsbdl indulnia kell egy 1j élnek. Vagyis
ebbdl a komponensbdl is legaldbb két él indul. 2 pont



Vagyis Osszesen legadbb 6 €l indul a komponensekbél, ezért legalabb 3 élt kell behtuzni. 1 pont
Ennyi él elég is. Legyen az egyik haromszog egyik csiicsa a, a masik haromszog egyik csicsa b, a kiilon él két vége ¢

és d. Huzzuk be az ca, ab és be éleket. A kapott graf 6sszefiiggd és minden fokszam pdros, tehdt van Euler kore. 3 pont

3. A G, s,t,chélézatban az e; és ey élek kapacitdsa c(e;) = x, ¢(e2) = y. A tdbbi él kapacitasa
adott, nem fiigg x-t6l és y-t6l. Tetszoleges x,y > 0 esetén legyen M (z,y) a maximélis folyam
nagysaga. Tudjuk, hogy M (1,100) =1, M (100,1) = 1, M (100, 100) = 10.

Hatarozzuk meg M (2, 2) értékét.

Négy féle vagést kell megkiilonboztetnink, aszerint, hogy e illetve ex benne van-e. Mivel M(1,100) = 1, x = 1,

y = 100 esetén van egy 1 kapacitasu vagds. Ebben nem lehet benne ez, mert 100 a kapacitdsa. Ha e; sincs benne, akkor
M(100,100) is 1 lenne, nem 10. Tehdt e; benne van. De neki 1 a kapacitdsa, tehdt van egy CSAK eq-bdl ll6 vagds.

3 pont
Hasonléan, mivel M (100,1) = 1, van egy CSAK e2-bdl 4116 vagds is. 1 pont
Viszont mivel M (100,100) = 10, van egy e1 és ez nélkiili, 10 kapacitdsi vagds, de kisebb nincs. 3 pont
Tehat, ha x = y = 2, akkor a minim4lis vdgds kapacitdsa 2, ezért M (2,2) = 2. 3 pont
4. A G gréf cstcsai vy, v, . .., Uss, U; és v;, 1 <1 < j < 36, akkor és csak akkor van osszekotve,

ha i - j oszthaté 12-vel. Hatarozzuk meg x(G)-t, G pontosszefiiggdségi szamat.

A v12, v24 és v3e minden més csicesal Ossze van kotve. Ezért, ha elhagyunk ndhdny csicsot, de e harom csiicsbél
barmelyik megmarad, akkor a graf osszefliggd marad. Vagyis ahhoz, hogy szétessen a graf, ezt a hdrom csicsot min-
denképpen el kell hagyni. Tehdt x(G) > 3 5 pont

Ugyanakkor ha ezt a hdrom csticsot elhagyjuk, akkor példdul vs izoldlt ponttd valik, szétesett a graf. Tehdt x(G) = 3
5 pont

5. G-nek 100 csticsa van, a fliggetlen élek maximalis szdma, v(G) = 10. Bizonyitsuk be, hogy
G kromatikus szama, x(G) < 21.

Vegylink 10 fiiggetlen élt. A végpontjaik legyenek w1, ..., v20, a t&bbi csics vai, ..., vi00. Mivel nincs tobb fiiggetlen

él (v(G) = 10), ezért vau, ..., vi00 kOz6tt nincs él. 6 pont
Tehéat szinezziik ki a v1, ..., v csicsokat csupa kiiliinb6z0 szinnel, a va1, ..., v100 csicsokat meg egy 21-ik szinnel. Ez
biztosan jé szinezés, tehdt x(G) < 21. 4 pont

6. A G 16 csucsu graf csicsai v;;, 1 < 4,57 < 4. A v;; és vy, cstucsok akkor és csak akkor
vannak o0sszekotve, ha

(1)i=késj#Il vagy (2) j=1ési#k.

Bizonyitsuk be, hogy G nem sikgraf.

1. Megoldéds: Legyen v; ; tetszéleges cstiics. A szomszédai azok a vy, cstcsok, ahol ¢ = k és j # [, ez 3 csucs, és
ahol j =1 és i # k, ez is 3 csiics. Tehat minden pont foka 6. Viszont tudjuk, hogy egy sikgrafban a minimélis fokszdm
legfeljebb 5, ezért G nem lehet sikgraf. 10 pont

A vége masképp: Tehat G-nek 16 csticsa és 48 éle van, vagyis nem teljesiil, hogy e < 3n — 6, igy nem lehet sikgraf.

2. Megoldas: Vegyiik a v1,1, v1,2, V1,3, V1,4, csucsokat, ezek koziil barmely kett6 szomszédos. Ez eddig egy K4. Most
vegylik a v2,1 csticsot. Ez szomszédos vi,1-gyel. A mdsik hdrommal megdsszekoti a v2,1v2,2v1,2, v2,102,3v1,3, illetve a
v2,1V2,4V1,4 Ut. Tehat taldltunk egy topologikus K5-6t, ami bizonyitja, hogy nem sikgraf. 10 pont



