Kombinatorika és grafelmélet 1.
3. gyakorlat, 2020. februéar 28.
Priifer-kod, minimalis sulyu feszitofa

. Mutassuk meg, hogy ha G egyszerl graf, akkor élei iranyithatéak gy, hogy ne j6jjon létre irdanyitott kor.

2. Mutassuk meg, hogy egy véges egyszert grafnak mindig van két azonos fokszamu cstcsa.

Melyek izomorfak az aldbbi grafok kozil?
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Izomorfak-e az alabbi graf parok?
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Tegyiik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal kiparkettaztunk. Minden kis téglalapnak legaldbb az
egyik oldala egész hossziisdgu. Igazoljuk, hogy a nagy téglalapnak is van egész hosszisdgu oldala. (*)

6. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan egyszerli graf, amelynek pontosan két kiilonb6z6 feszitéfaja van.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs masod- és harmadfoku csicsa, akkor az Osszes csticsanak legalabb
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% része levél.

Egy fa Priifer kédja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kdd elkészitéséhez elsOnek torolt levél indexe? Mi a kédhoz
tartozo fa?

Bizonyitsuk be, hogy ha F' fa, akkor leveleinek szama legalabb akkora, mint az F-beli csticsok maximalis
fokszdma.

Melyik fak tartoznak az alabbi Priifer-kédokhoz: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)?

Melyek azok a fak, melyek Priifer-kédja csupa kiilonbozé szambél 4117 Es melyek azok, melyeknek csupa
azonos szambol all?

Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tévolsagai kozil a legnagyobb
hdrommal egyenl? (Két pont tdvolsdgan a koztiik levd legrovidebb tton taldlhaté élek szamét értjiik.)

Hany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

AV ={1,2,...,2n} (szdmozott) pontokon hény olyan egyszerli G graf adhaté meg, melynek 2n — 2 éle
van és két egyforma méretii, 6sszefiiggd komponensbol all?

Hény kiilonbozé olyan fa adhaté meg az 1,2, ...,8 cimkézett csicsokon, ami az {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8}
élek koziil legalabb az egyiket nem tartamazza?

Legyen dy > dy > -+ > d,, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n csicsi) fa fokszdm sorozata
akkor és csak akkor, ha di +do+ -+ d, =2n — 2.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban tetszoleges két leghosszabb utnak van kozos csticsa.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban az dsszes leghosszabb ttnak van kozos csticsa. (*)
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Adott n véaros, barmely kett6 kozott van repiiléjdrat, de csak az egyik irdnyban. Mutassuk meg, hogy van
olyan varos, melybdl barmely mésik elérhetd legfeljebb egy atszallassal.

Adott r darab, egyenként k csiicsi pontdiszjunkt fa. Hanyféleképpen egészithetd ki ez az r fa egyetlen k- r
cstcst fava? (A kiegészités gy értendd, hogy az r fa mindegyike részgrifja lesz a keletkez6 k - r csticsu
fanak.)

Adjunk meg tetsz6leges k-hoz k darab nem izomorf f4t, amelyeknek ugyanaz a fokszdm sorozata.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éli és 2000 csticst Osszefiiggd graf, amire igaz a kovetkezo:
G-ben a 2000 él koziil adhatd egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily ugy, hogy a G-bol kivalaszthatd
kiilonb6z6 minimélis stlyd fesz{téfdk szdma éppen k legyen? (A feszitéfdk megkiilonboztetésekor a gréf
cstcsait cimkézettnek tekintjik.)

Legyenek az G teljes graf csdcsai a vi,v2,...,v, pontok, és legyen a v;v; él siilya max(i, j). Hatdrozzuk
meg a G graf minimélis sulyu feszit6fdinak szamat.

Bizonyitsuk be, hogy az élsilyozott G graf e = uv élére pontosan akkor igaz, hogy e a G minden minimélis
sulyt feszit6fdjanak éle, ha V(G) felbonthaté két diszjunkt ponthalmaz unidjara gy, hogy u és v kiilonbozd
halmazokban legyenek, tovabba a két ponthalmaz k6zott e az egyediili legkisebb stly él.

Tegyiik fel, hogy egy stulyozott élii grafban pontosan két minimadlis silyu feszitéfa van. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ezek csak egy élben térnek el egymdstol.

Ha egy stlyozott éla grafban vannak egyforma silyu élek, akkor elképzelhetd, hogy a mohé algoritmus
tobbféleképpen is lefuthat. Bizonyitsuk be, hogy minden minimalis 6sszsulyu feszitofa megkaphaté a mohod
algoritmus megfelel$ futtatdasaval.

Hazi feladat

1.

Egy n csicsu teljes graf minden élének maés a sulya. Bizonyitsuk be, hogy csak egy minimalis Gsszsulya
feszit6faja van.

Hogyan stlyozzuk egy n csicsu teljes graf éleit tgy, hogy a silyok Gsszege 1, és a minimélis feszitéfa silya
a lehetd legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimélis feszit6fa sulya?



