Kombinatorika és grafelmélet 1.
3. gyakorlat, 2020. februéar 28.
Minimalis sulyu feszitofa, Kruskal tétel, moho algoritmus

Tudnivalék:

Adott egy G Osszefiiggd graf, minden e élen egy s(s) > 0 sillyal. Meg szeretnénk keresni G minimdlis 6sszsily
feszitofajat.

Feltehetjiik, hogy G a teljes graf. Ha nem az lenne, adjuk hozzd a hidnyzo éleket végtelen (vagy nagyon nagy)
stullyal, a megoldas nem véltozik.

Moh¢ algoritmus: rakjuk sorba az éleket sily szerint novekvd sorrendbe. Menjiink sorba az éleken, ebben a
sorrendben, egy adott élt akkor vesziink be az épiilé faba, ha az eddig bevett élekkel nem alkot kort.

Kruskal tétel: a moho algoritmus eredménye egy minimalis 6sszsulyu feszitéfa.

Az el6z6 feladatsoron is szerepls feladatokat kivettem.

1.

Adott n véros, barmely kettd kozott van repiiléjdrat, de csak az egyik irdnyban. Mutassuk meg, hogy van
olyan varos, melybol barmely mésik elérheto legfeljebb egy atszallassal.

Megoldds: Legyen V az a véros, ahonnan a legtobb varosba megy repiild, ez j6 lesz. Tegyiik fel, hogy az
U varosba nem megy V-bol repiil6. Ha valamelyik varosbdl, ahova megy V-bdl repiil6, megy U-ba repiilé,
akkor V-bol U-ba el lehet jutni egy atszédllassal. Ha nem, akkor viszont az Osszes ilyen varosba jar repiilo
U-bodl, és még V-be is, ami ellentmond V' vélasztasanak.

Adott r darab, egyenként k csiicsi pontdiszjunkt fa. Hényféleképpen egészithetd ki ez az r fa egyetlen k- r
cstcsu fava? (A kiegészités gy értendd, hogy az r fa mindegyike részgrifja lesz a keletkez6 k - r csticsu
fanak.)

Megoldads: Huzzuk Gssze a kis fakat egy-egy csiccsa. igy egy eredeti fabdl egy r csésti fat kapunk, ilyen "2

féle van. De ennek a fdnak minden éle k2 kiilonbozé eredeti é1b8l szarmazhatott. Ezért a valasz r™ =2 (k%) 1.

Adjunk meg tetszOleges k-hoz k darab nem izomorf fat, amelyeknek ugyanaz a fokszam sorozata.

Megoldds: Nagyon sok lehet8ség van, példaul vesziink egy 2k + 2 hosszi utat, és az i-edik (2 <i < k+1)
csucsara illesztiink még egy levelet.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 €l és 2000 csuicsu Osszefliggs graf, amire igaz a kovetkezo:
G-ben a 2000 él koziil adhatd egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily gy, hogy a G-bdl kivalaszthatd
kiilénb6z6 minimélis sulyd feszitéfak szdma éppen k legyen? (A feszitéfdk megkiilonboztetésekor a graf
csUcsait cimkézettnek tekintjik.)

Megoldds: Ha a graf nem Osszefiiggo, akkor egyaltalan nincs benne feszit6fa. Ha Gsszefliggd, akkor pontosan
egy kor van benne. Ha a 2 stlyu él benne van a korben, akkor a minimalis feszitéfa egyértelmii: ki kell
hagyni a 2 silyu élt. Ha nincs benne, akkor a kér barmelyik élet kihagyhatjuk, tehdt annyi van, amellyi a
kor hossza. Ez 3 és 1999 kozott barmi lehet, tehat a valasz: k =1,3,4,...1999.

Legyenek az G teljes gréaf csticsai a vy, vs,...,v, pontok, és legyen a v;v; él silya max(i, j). Hatdrozzuk
meg a G graf minimélis sulyu feszit6fdinak szamat.

Megoldds: A minimélis feszit6faban van pontosan egy él, ami az n-be megy. Egy legaldbb van, és ha mondjuk
in és jn is bent lenne, akkor vegyuk be az ¢j élt valamelyik helyett, csokken a sily. Hasonloan, tetoleges
1-b6l is pontosan egy el meg a kisebbek fele. Kett6 az elozbek alapjan nem mehet, ha egy se menne, akkor
hizzunk be egyet, ez kort alkot egy nagyobbak felé mené éllel, ezt toroljiik. Viszont minden ilyen jo is:
mindegyik fesz{t6fa és mindegyiknek a stlya 2434-...+n. Ilyen fabdl pedig pontosan 2-3--- (n—1) = (n—1)!
van.

Bizonyitsuk be, hogy az élsilyozott G graf e = uv élére pontosan akkor igaz, hogy e a G minden minimélis

sulyu feszit6fdjanak éle, ha V(G) felbonthaté két diszjunkt ponthalmaz unidjara gy, hogy u és v kiilénb6z6
halmazokban legyenek, tovabbd a két ponthalmaz kozott e az egyediili legkisebb sulyu él.



Megoldds: Tegyiik fel, hogy van olyan U,V felbontas, amelyek kozott e = uv az egyediili legkisebb silyu
él. Legyen F' egy minimalis silyu feszitéfa, amiben nincs benne e. F' + e-ben van egy kor, aminek van e-t6l
kiilonboz6 f éle U és V' kozott. A feltétel szerint ennek nagyobb a silya, mint e-nek. F' — f + e is feszitéfa
és a sulya kisebb, mint F silya, ami ellentmondas. Most tegyiik fel, hogy e minden minimélis feszit6fanak
éle. Legyen F' egy minimalis feszitofa, hagyjuk el bel6le e-t. A két komponens csticshalmaza legyen U és V.
Ha futna koztiik olyan él, aminek a silya kisebb, mint e silya, akkor erre kicserélve e-t, kisebb feszitofat
kapnank, ami lehetetlen. Ha lenne olyan él U és V kozott, aminek ugyanannyi a silya, mint e-nek, akkor
erre kicserélve e-t, egy minimalis feszit6fat kapnank, amiben nincs benne e, ez is lehetetlen. Tehat u és V
kozott e az egyediili legkisebb sulyu él.

7. Tegytik fel, hogy egy silyozott élii grafban pontosan két minimaélis sulyd feszitéfa van. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ezek csak egy élben térnek el egymdstol.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy Fj és Fo minimalis silytu feszit6fak és legalabb két élben eltérnek, eq,eq € F,
e1,es & Fo. Az Fy + e; graf tartalmaz kort, ennek van egy es # ey éle F; — ey ket komponense kozott.
Mivel se F} — e1 + e3, se Fy — e3 + e; nem kisebb sulyt, mint F; illetve Fy, ey és ez silya ugyanannyi.
De akkor F} — e1 + e3 egy olyan minimélis stlyt feszitéfa, amely kiilonbozik Fi-tél is (nincs benne e) és
F5»-t6l is (benne van ey), ellentmondads.

8. Ha egy sulyozott élii grafban vannak egyforma silyd élek, akkor elképzelhetd, hogy a mohdé algoritmus

tobbféleképpen is lefuthat. Bizonyitsuk be, hogy minden minimalis 6sszsulyt feszit6fa megkaphat6 a mohé
algoritmus megfelel futtatasaval.

Megoldads: Legyen F' a kedvenc minimalis Osszsulyu feszitéfa. Noveljiik meg minden F-en kiviili él sulyét
egy nagyon kicsit € > 0 szammal. Ebben az 1ij stlyozasban F' az egyetlen minimaélis 6sszstlyu feszit6fa. A
mohé algoritmus meg is talalja, a Kruskal tétel alapjan. De ahogy fut itt a mohé algoritmus, az az eredeti
stulyozasra is egy legalis futés.

Hazi feladat

1. Egy n csucsu teljes graf minden élének mas a silya. Bizonyitsuk be, hogy csak egy minimalis Osszsulytu
feszitéfdja van.

2. Hogyan silyozzuk egy n cstcsu teljes graf éleit gy, hogy a silyok Osszege 1, és a minimalis feszit6fa silya
a lehet6 legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimalis feszitéfa silya?



