Kombinatorika és grafelmélet 1.
2. gyakorlat, 2020. februéar 21.

Grdfelméleti alapfogalmak, fik, Prifer-kod

Tudnivalok:

Gréf, izomorfia, rdszgraf definicidja.
Egy G graf csicsal vy, ..., vy, fokszdmok: di,...,d,. Ekkor > | d; = 2e, ahol e az élek szdma.

Elsorozat: Vi) Vi, * V4,,, ahol minden j-re v; v, G éle. Séta: élsorozat, amiben minden él max egyszer
szerepelhet. Ut: élsorozat, amiben minden csés max egyszer szerepelhet.

Zart élsorozat: v;, v, - - - v;,, €lsorozat, ahol v;, = v;, . Korséta: séta, amelyben v;, = v; . Kor: at, amelyben
Vi = Vi, -

G Osszefiiggd, ha barmely két csticsa kozott vezet it < barmely két csiicsa kozott vezet séta < barmely két
cstcsa kozott vezet élsorozat. (pl legrévidebb ilyen élsorozat egy tit)

G Osszefiiggd és van benne kor: elhagyhaté egy él ugy, hogy 6sszefiiggd marad. G kormentes és nem 6sszefiiggd:
hozzévehetd egy €l ugy, hogy kérmentes marad.

Fa: olyan graf, ami Osszegiiggd és kormentes.
Minden 6sszefiiggd graf tartalmaz fat. Minden kormentes graf kibovithetd fava. Minden faban van legalabb

két levél (1-foki csics). Minden n cstcst fanak n — 1 éle van.
Fa: 0sszegiiggo és kormentes < 0sszegiiggd és n — 1 éle van < kormentes és n — 1 éle van.

Cayley tétel: n szamozott ponton n"~?2 kiilénbozé fa van. Bizonyitds: Legyenck a csticsok 1,2,...,n. Fa <
n — 2 hosszd kéd, minden eleme 1,...n (Prifer kéd).

Fa = Priifer kéd: wy : legkisebb sorszamu levél, elhagyjuk, szomszédjat felirjuk: vy, ezt ismételjik: vivs . .. v,—1,
ez a kibovitett Priifer kéd. v,—1 mindig n. Ezt elhagyva: vivs ... v,_o, a Prifer kod.

Megfigyelés: Priifer kédban v; d(v;) — 1-szer szerepel. Specidlisan v; levél akkor és csak akkor, ha nem szerepel.

Priifer kod = fa: vyvs . . . v,_o Priifer kéd, legyen v,,_1 = n, kibovitett Priifer kéd: vivs . .. v,_on. Megkeressiik

az elhagyott cstcsokat, wy, wa, .. ., w,_1-et. Amikor v;-t felirtuk, w;-t hagytuk el. Rekurzivan, i = 1,2,...,n—1-
re: w; a legkisebb index, ami nem szerepel a wyws ... w;_1V;Vi41...Vv,—1-ben. A kapott graf élei: v;w;, i =
1,...,n— 1. Ez egy fa lesz, aminek v1vs...v,_o a Prifer kodja.

1. Rajzoljunk olyan egyszerti grafokat, amiknek rendre 6,7,8,9 csticsa van és minden csics foka 3.

Megoldds: 6: hat hosszu kor, harom &atléval. 8: nyolc hosszu kor, négy atléval. 7, 9: nincs ilyen, mert a
foszamok Osszege paratlan.

2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan, lényegesen kiillonb6z6 egyszerl grafot, melyekre rendre v = 4, e = 5, ill.
v=>5e=3lll.v=>5e=7ill. v =5, e =8, teljesiil, ahol v jeloli a pontok szamat, e pedig az élek
szamét!

Megoldds: v = 4, e = b: ez egy teljes graf minusz egy él. Egy (féle) ilyen van. v = 5, e = 3: végig kell nézni az
eseteket, legyenek a csucsok 1,2,...,5, hdrom megoldas van. 1: 12,13,14, 2: 12,23,34, 3: 12,23,45. v =5,
e = 7: Ugyanaz, mint az el6z6, a komplementere 3 élii. v = 5, e = 8: Nezziik inkdbb a komplementert, ami
két éli. Két megoldas: 12,23 és 12, 34.

3. Hény 50 csucsu, 1223 éli, 1ényegesen kiilonb6zd (paronként nem izomorf) egyszer®i graf létezik?

Megoldds: Mivel (%)) = 1225, ezért ez egy teljes graf, minusz két él. Vagyis két lehetéség van, a két hidnyzé
élnek van kozos csucsa, illetve nincs.

4. Dontsiik el, van-e olyan egyszerl graf, amelyben a pontok foka rendre 1,2,2,3,3,3 ill. 1,1,2,2,3,4,4 ill.
2,3,3,4,5,6,71ll. 1,3,3,4,5,6,6.
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Megoldds: 1,2,2,3,3,3: Ilyen van, pl ha a csicsok az 1,2,3,4,5,6, akkor az élek: 12,13, 34,42,45, 35, 56.
1,1,2,2,3,4,4: mivel a fokszdmosszeg paratlan, nincs ilyen. 2,3,3,4,5,6,7: ez egy 7 cstucsi gréaf lenne, de
akkor nem lehet egy cstcs foka 7, tehdt nincs ilyen. 1,3,3,4,5,6,6: Mivel 7 csics van és két 6-foku van,
nem lehet 1-foki. Tehat nincs ilyen.

Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszéleges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike Osszefiiggd!

Megoldads: Ha G nem oOsszefiiggd, akkor legalabb két Osszefiiggd komponense van. Ekkor viszont a kompo-
nensek kozti 6sszes él benne van G-ben. Ekkor viszont G 6sszefiiggs, ha u és v kiilénb6zé komponensben
vannak, akkor Ossze vannak kotve, ha ugyanabban a komponensben, akkor meg egy masik komponens
tetszOleges csucsan keresztil el kelet jutni u-bdl v-be.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszleges n ponti faban a masodfoki pontok szdma nem lehet pontosan (n— 3)-
mal egyenld!

Megoldds: Tegyiik fel, hogy pontosan n—3 mésodfokui pont van. Ezenkiviil van két levél. Mar csak egy cstcs,
x foka kérdéses. Egy fdban a fokszamok Osszege 2n — 2, itt az x-en kiviili fokok Osszege 2n —6+2 = 2n —4,
tehat x foka is 2, ellentmondés!

Az elére megszdmozott (cimkézett) n darab pont k6zé hanyféleképp hiizhatunk be éleket tigy, hogy egyszerti
grathoz jussunk?

Megoldds: 2(5)

Igazoljuk, hogy ha G véges graf, akkor paratlan foku pontjainak szama paros. Mutassuk meg, hogy ha G
nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz.

Megoldds: Mivel a fokszamosszeg péaros, az elsé allitdas nyilvanvalé. Masodik: Egyik irdnyban végtelen tt.
Legyenek a csucsok a pozitiv egészek, minden i-t kossiink 7 + 1-gyel. 1 foka 1, minden mds csicsé 2.

Hény olyan, paronként nem izomorf, 6 pontu, osszefiiggd, egyszerl graf 1étezik, melyben két masodfoku és
négy harmadfoku pont van?

Megoldds: Valamivel kdsszebb a komplementer grafokat vizsgdlni (megtehetjiik, mert két graf akkor és csak
akkor izomorf, ha a komplementereik). Itt a fokszamok: 3,3, 2,2, 2, 2. Ha végigbiitykoljiik, 4 lehet8ség van.
Legyenek a csésticsok 1,2,3,4,5,6. A négy lehetOség élei: 1: 12,13, 34,42, 15,56, 62. 2: 12,13, 34,45, 52,16, 62
3:13,32,14,42,15,56,62 4: 12,14,43, 31, 25, 56, 62.

Mutassuk meg, hogy ha G egyszert graf, akkor élei iranyithatéak ugy, hogy ne j6jjon létre iranyitott kor.

Megoldds: Sorszamozzuk meg tetszélegesen a csicsokat és minden élt irdnyitsunk a nagyobb sorszamu vége
felé.

Igazoljuk a kovetkezo allitast. Ha T és Tb két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; T3 éle, akkor
létezik Th-nek egy es éle, hogy 11 — e + e és Th — es + €7 s fa.

Megoldds: Ha ey € Ty, akkor nem til nehéz, legyen e = e1. A kicserélessel nem csindltunk semmit, vagyis
Ty —e1 +es =Ty, To — ea + e1 = Ty. Tehat tegyiik fel, hogy e; € Ts. Ekkor T; + e1-ben van egy C' kor.
Ennek tetsz6leges e’ élét elhagyva, Ts + e1 — €’ ismét fa. Tekintsiik a 77 — ey grafot, ennek két komponense
van, K7 és Ks. Ezek kozott fut ey € C, tehat, van C),-nek (legaldbb) egy masik éle, e, ami Ky és Ko kozott
fut. Na, ezt cseréljiik ki e;-gyel! Ekkor T7 — e; + e hiszen ujra 6sszekotottiik a Ky és Ko komponenseket,
és Ty — eg + e is fa, hiszem megsziintettiik a C' kort.

Hogy néz ki az a lehet6 legkevesebb cstcsot tartalmazé egyszerii graf, amelyben a legrovidebb kor hossza
pontosan 4 és minden pont harmadfoku?

Megoldds: Ha minden pont harmadfokd, akkor (mivel a fokszdmok Gsszege paros) a grafnak paros sok csticsa
van. Ha 4 csicsa van, akkor a Ky teljes grafot kapjuk, de abban van 3 hosszi kér, nem jé. 6 csics viszont
elég, példaul a K3 3 teljes paros graf.
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Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-ponti grafot!

Megoldds: 5 csucsra: Cs, 5 hosszi kor. 6 csiicst nincs, mert a teljes 6 csicsu grafnak (g) = 15 éle van, ami
paratlan.

Hény pontja van annak a T finak, melyre |E(T)| = 15 - |E(T)|?

Megoldds: (i) — (n — 1) = 15(n — 1), ebb8l n = 1 vagy n = 60.

Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszu nulldkbdl és egyesekbol 4ll6 sorozatok és két cstics akkor
van éllel Gsszekotve, ha egyik a mdésikbol egy ,.forgatdssal” megkaphatd, azaz ha az egyik a (b, ba, b3, bs)
akkor a mésik a (bg, b3, by, b1) sorozathoz tartozé pont.

Megoldds: 2 db hurokél, 0000 1111, 3 db 4 hosszi koér, 0001 — 0010 —0100 — 1000, 0011 —0110 — 1100 — 1001,
0111 — 1110 — 1101 — 1011, és két parhuzamos él 0101 és 1010 kozott.

Igazoljuk, hogy ha egy di > do > --- > d,, sorozat egy egyszert graf fokszam listaja, akkor teljesiil ra a

kovetkezo feltétel:
n

k
S di<k(k—1)+ Y min(di,k), Vke{1,2,...n}
i=1 i=k+1

(Igazdbdl az allitds megforditdsa is igaz: ha a fenti feltétel teljesiil egy szdmsorozatra, akkor van hozzd
olyan egyszerii graf, melynek az adott szdmsorozat a fokszdm listdja.)

Megoldds: Vegyiik a k legnagyobb foku csicsot. Beloliik 6sszesen Zle d; él indul (most minden élt mindkét
vége fel6l szamolunk). Ezek koziil k(k — 1) lehet belsd él, a tobbi a tobbi csicsba érkezik. De egy kulsé, d;
foku cstics legfeljebb min(d;, k) élt tud fogadni.

Mutassuk meg, hogy egy véges egyszeri grafnak mindig van két azonos fokszamu csticsa.

Megoldas: A fokszamok 0,1,...n — 1 lehetnek, de nem lehet egyszerre 0 és n — 1 foku cstcs, ezért csak
n — 1-féle fokszam lehet egy véges egyszerl grafban.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges véges G grafra fenndll, hogy |E(G)| > |V (G)| — ¢(G), ahol ¢(G) a G graf
Osszefiiggd komponenseinek szaméat jeldli.

Megoldds: Legyen a komponensek cstcsainak a szdma n, . .., n.. Az i-edik komponensnek legalabb n; —1-ele
van, hiszen 9sszefiiggs. Tehat Gsszesen legaldbb Y7 | (n; — 1) = |[V(G)| — ¢(G) él van.

Mi lehet a G graf, ha A(G) < 2?7 (A(G) a G graf maximélis fokszdmdt jeldli.)
Megoldds: Utak és korok unoidja.

Egy 3 x 3 méretli sakktabla négy sarkaba két vilagos és két s6tét huszart allitunk gy, hogy az azonos szinii
huszarok atellenes sarokban &lljanak. Elérhet6-e ebbdl az allapotbdl a huszarokkal a szokasos 1épéseket
végezve, hogy a tdbla négy sarkdaban &lljanak a huszdrok, de az atellenesek kiillénbozd szinliek legyenek?
(Ko6zben sosem allhat egy mez6n egynél tébb figura.)

Megoldas: Nem. Készitsiik el a 161épés gréafot, aminek a csicsai a mez6knek felelnek meg, két mezpedig
pontosan akkor van Gsszekotve, ha 16lépésre vannak. Ebben a k6zépsé mezének megfeleld cstics izolalt
pont, a tobbi egy 8 hosszu kort alkot. Ezen felvaltva vannak a fehér és fekete lovak, nem tudnak helyet
cserelni, pedig itt az kéne.

Mutassuk meg, hogy ha egy n csiucsu teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan keletkezik
olyan részgrafja, mely n csicsu fa, és minden éle azonos szinfi.

Megoldads: Azt mar tudjuk, hogy egy graf vagy a komplementere Gsszefiiggé. Tehat vagy a piros, vagy a kék
élek Osszefiiggd grafot alkotnak, ennek meg mindig van feszit6fdja.
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Egy fanak 8 csticsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

Megoldds: Minden fanak van levele, tehit az egyik fokszdm az 1. Mondjuk y darab 1 fokd van és 8 — y
darab x fokd, 2 < x < 7. Végigszaladva ezen a 6 lehetéségen: x =2, y =2, 2 =3,y =5,z =4, y = 6;
xr =17,y =7, ilyenek vannak is.

Melyek izomorfak az alabbi grafok koziil?
. —

Megoldds: A két széls6 igen. Mindkettd egy 8 hosszi kor, a 2 hosszu dtlékkal. De a kozepso nem. Pl nem
minden éle van benne haromszogben, a masik kettének igen. Vagy csak harom haromszog van benne, a a
masik kettében tobb.

Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan egyszerii graf, amelynek pontosan két kiilonbozé feszitéfaja van.

Megoldds: Ha nincs benne kor, akkor max egy feszit6fdja van. Ha van benne kor, akkor viszont az legaldbb 3
hosszu, és ennek barmelyik élét elhagyhatjuk, a tobbit megtartjuk, és kiegészitjiik feszité6fava. Ez legalabb
3 kiilonboz6 feszitofa.

Izomorfak-e az alabbi graf parok?

(a) (b)

Megoldds: (a): igen, mindketté C7 komplementere. (b): nem, a masodikban van Cs, az elsében egydltaldn
nincs paratlan hosszui kor.

Egy fa Priifer kédja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kdd elkészitéséhez els6nek torolt levél indexe? Mi a kédhoz
tartozoé fa?

Megoldds: wy = 7, a legkisebb szam, ami nem szerepel a sorozatban. A kéd 8 hosszu, tehat n = 10. A
kib&vitett Priifer kod: (3,1,4,1,5,9,2,6,10). Erre alkalmazva a fenti eljarast, az élek: 37, 13, 48, 14, 51,
95, 29, 62, 106.

Bizonyitsuk be, hogy ha F fa, akkor leveleinek szama legaldbb akkora, mint az F-beli csicsok maximélis
fokszama.

Megoldds: Egy maximalis foki csiicsbdl kiindulé maximélis utak masik végei levelek, kiilonben tovabb
mehetnénk. Vagy Priiferrel: a Priifer k6d n — 2 hosszi, a v cstcs d — 1-szer van benne, a maradék n-d-1
hosszi kodbdl legalabb d masik cstics hidnyzik.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs masod- és harmadfoku csicsa, akkor az Osszes csticsanak legalabb

% része levél.

Megoldds: Fokszamok Osszege 2n — 2. Ha [ darab levél van, akkor a tobbi cstics foka legalabb 4. 2n — 2 =
> di>14+4(n—1)=4n—3l. Ebb&l 3l — 2 > 2n, | > 2n/3.
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Melyik fak tartoznak az aldbbi Priifer-kédokhoz:

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),

(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1),

(1,2,1,3,1,4,1,5,1,6)

ill. (5,4,8,2,2,2,8)7

Megoldds: Standard médszerrel, 11 —1—-2—-3—-4—-5—-6—-7—-8—-9—10— 12,
11-10-9-8-7-6—-5—-4-3-2-1-12,
1-7,2-8,1-2,3-9,1-3,4—-10,1—-4,5—-11,1-5,6—1,12—6.
5—-1,4-3,8-4,2-5,2—-6,2—-7,8—2,9-38.

Melyek azok a fak, melyek Priifer-kédja csupa kiilonb6z6 szambdl all? Es melyek azok, melyeknek csupa
azonos szambol all?

Megoldds: Csupa kiillonb6z6: n — 2 cstcs foka 2, 2 cstcsé 1, at. Csupa azonos: 1 fok n— 1, a tobbi 1, csillag.

Hény olyan fa adhaté6 meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsiagai kozil a legnagyobb
hdrommal egyenlé? (Két pont tdvolsdgdn a koztiik levs legrovidebb tdton taldlhaté élek szémdt értjik.)

Megoldds: Ez egy dupla csillag. Vagyis két szomszédos cstcs, u, v, és minden maés csics u és v koziil
valamelyikhez van bekétve. De legaldbb egy u-hoz és legaldbb egy v-hez. Ilyen (5)(2"2 — 2) van.

Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

Megoldds: Vagyis n nem szerepel a Priifer-kédban, (n —1)"~2.

AV ={1,2,...,2n} (szdmozott) pontokon hény olyan egyszerli G graf adhaté meg, melynek 2n — 2 éle
van és két egyforma méretii, 6sszefiiggd komponensbol all?

Megoldds: Ez két diszjunkt n cstest fa: (*7)n"~2n"=2/2.

Hény kiilonbozé olyan fa adhaté meg az 1,2,...,8 cimkézett csicsokon, ami az {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8}
élek koziil legalabb az egyiket nem tartamazza?

Megoldds: Inkabb vonjuk ki az 6sszesbél (8°) azokat, amik {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8} éleket tartamazzak.
Azok a fak, amik az {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8} éleket tartamazzdk, ezen élek Osszehizdsival megfelelnek
egy fanak az 12, 34, 56, 78 csticsokon. Ilyen fa 42 van, de mind a 3 él négyféle eredeti élbél szarmazhat, tehét
a vilasz: 85 — 4243,

Legyen d; > dg > -+ > d, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n csicsi) fa fokszdm sorozata
akkor és csak akkor, ha dy +do + -+ d,, =2n — 2.

Megoldds: Nyilvan sziikséges a feltétel, elégségesség: 1. Indukcidval: d,, = 1 mert az Osszeg 2n — 2, kossiik
Ossze a di-es fokuval, 1j fokszamsorozat n — 1 csicson, indukcié. 2. Irjunk ol egy olyan Priifer kédot,
amiben az i d;-1-szer szerepel, ez éppen n — 2 hosszu lesz, az ennek megfelel6 fa pont jo.

Bizonyitsuk be, hogy egy fiban tetszdleges két leghosszabb tnak van kozos csicsa.

Megoldas: Vegyink két leghosszabb utat. Ha diszjunktak, mivel a fa Gsszefiiggd, van egy mindkett6tél
éldiszjunkt Ut az egyik valamelyik pontjatdl a masik valamelyik pontjaig. Ez, plusz a két ut nagyobbik fele,
hosszabb 1t lenne.

Bizonyitsuk be, hogy egy fdban az dsszes leghosszabb ttnak van kozos csicsa. (*)

Megoldds: Egy konkrét leghosszabb utat minden més leghosszabb 1t egy intervallumban (rész-itban) metsz,
és mivel barmely két it metszi egymdst, barmely két intervallum is metszi egymast, kiilonben lenne a faban
kor. Akkor viszont az Osszes intervallum metszi egymdst. (Vegylik a legkésébb kezd6dé es a legkorabban
végz6do intervallumot, ezek metszetét minden tartalmazza.)



Hazi feladatok

1. Adjuk meg az Gsszes 6nkomplementer fat!

2. Hany olyan fa van a v1,vs,...,v, csucsokon, amelynek viv, éle?



