Kombinatorika és grafelmélet 1.
13. gyakorlat, 2020. majus 18-22.
Legrovidebb utak, BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf élein egy [ : E — R élhosszfliggvény. Az uwv € E él
hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P tutjdnak a hossza a P éleinek Gsszhossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt
dist;(u,v) jeloli, melyre dist;(u,v) = £, ha létezik £ hossziisdgi uv it G-ben, de ¢-nél révidebb nincs. (Ha nincs uv-
ut G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tdvolsdgfiiggvényt, akkor az [ = 1 fliggvényre gondolunk;
ekkor minden 1t hossza az 1t éleinek szamadt jelenti.)

1. Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy [ : E — R élhosszfiiggvény, egy r € V
gyOkérpont, valamint egy k pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy [ olyan, hogy nincs negativ 6sszhossziisagu kor.
Tervezziink olyan gyors algoritmust, amely megtaldlja G-nek mindazon v csicsait, amelyekbe vezet r-bél
legfeljebb k élbél allo legrévidebb tit.

2. A D iranyitott graf topologikus rendezése a D csicsainak egy olyan vi,vs,...,v, sorrendje, amelyre az
teljesiil, hogy v;v; € E esetén i < j (azaz minden €l ,,balrél jobbra” mutat). Igazoljuk, hogy D-nek pontosan
akkor van topologikus sorrendje, ha D DAG.

3. Mutassuk meg, hogy ha D DAG, akkor a mélységi keresése utani befejezési sorrend megforditasa topologikus
rendezést ad.

4. Hatarozzuk meg a kozépsé abran megadott PERT probléma minden tevékenységéhez a legkordbbi kezdési
idépontot, valamint a ¢ tevékenység legkés6bbi olyan kezdési idopontjat, amely mellett a teljes PERT fe-
ladat a lehet6 legrovidebb id6 alatt végrehajthatd. Melyik tevékenységek kritikusak, azaz melyek azok a
csucsok, amelyeknek a kezdési idépontjaban torténé barmely késedelem a teljes PERT feladat befejezését az
optimélishoz képest a késedelem idejével megnoveli?
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5. Mi koze a PERT problémanak a legrovidebb utakhoz?

6. Tervezziink hatékony algoritmust, amely adott PERT probléma és adott u és v tevékenységek (grafcsticsok)
esetén a PERT feladatnak olyan optimdlis iitemezését adja meg (mér amennyiben ilyen létezik), amelyben
az u tevékenységet hamarabb kezdjiik v-nél.

Hazi feladat.

1. G egy iranyitott graf, graf élein egy | : E — R sulyfliggvény. Tudjuk, hogy G-ben nincs negativ Gsszsulyd
kor. A csicsok egy része piros, a tobbi kék. Adjunk egy hatékony (polinomidlis) algoritmust, amely bérmely két
pont kozott megadja a legrovidebb olyan ut hosszat, amely tartalmaz piros pontot.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden irdnyitott graf két DAG uniéja. (Vagyis kiszinezhetSk az élek pirossal és kékkel
ugy, hogy az egyszinii élek DAG-ot alkotnak.)

3. A G iranyitatlan grafnak az az izgalmas tulajdonsiga van, hogy akarhonnan induld, akdrmilyen sorrendii
mélységi faja egy, a gyokérbdl indulé Hamilton ut. Bizonyitsuk be, hogy G 2-6sszefliggé. Mutassunk ilyen tulaj-
donsagu grafot, ami nem 3-Gsszefiiggo.



