Kombinatorika és grafelmélet 1.
13. gyakorlat, 2020. majus 18-22.
Legrovidebb utak, BFS, DFS, Dijkstra, Ford, Floyd, PERT

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf élein egy [ : E — R élhosszfliggvény. Az uwv € E él
hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P tutjdnak a hossza a P éleinek Gsszhossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt
dist;(u,v) jeloli, melyre dist;(u,v) = £, ha létezik ¢ hossziisdgi uv it G-ben, de £-nél révidebb nincs. (Ha nincs uv-
it G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tdvolsdgfiiggvényt, akkor az [ = 1 fliggvényre gondolunk;

ekkor

1.

. A D iranyitott graf topologikus rendezése a D csicsainak egy olyan vy, vs,..

minden 0t hossza az Ut éleinek szdmdt jelenti.)

Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy I : E — R élhosszfliggvény, egy r € V
gyOkérpont, valamint egy k pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy [ olyan, hogy nincs negativ 6sszhossziisagu kor.
Tervezziink olyan gyors algoritmust, amely megtaldlja G-nek mindazon v csicsait, amelyekbe vezet r-bol
legfeljebb k élbél allo legrévidebb tt.

Megoldas: A Fordot médositjuk gy, hogy minden javitdsnal nyilvantartjuk, hogy melyik csticsbédl javitottunk,
és azt hogy hény él{i az eddigi legkevesebb élbdl 4116 legrovidebb tit ebbe a cstcsba. (Ha egy élmenti javitdsnél
ugyanazt a tavolsdgot kapjuk, de az élszdm csokken, akkor is javitunk.) A Ford végén a nyilvantartott
mutatdk egy olyan legrovidebb utak fijat adjak, amelyik a gyokérbol minden pontba egy legkevesebb éli
legrévidebb utat tartalmaz. A faban a gyokértdl legfeljebb & élen elérhetd pontok adjék a keresett halmazt.

.,V sorrendje, amelyre az
teljesiil, hogy v;v; € E esetén ¢ < j (azaz minden él ,,balrél jobbra” mutat). Igazoljuk, hogy D-nek pontosan
akkor van topologikus sorrendje, ha D DAG.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van topologikus rendezés. Mivel minden €l ,,balrdl jobbra” mutat, vagyis minden
él végpontjanak az indexe nagyobb, mint a kezd6ponté, vilagos, hogy nincs irdnyitott kér. Most tegytik fel,
hogy nincs irdnyitott koér. Ekkor viszont biztos van olyan pont, amibdl nem megy ki él (nyelé), mert ha
nem lenne, akkor elindulhatnank egy iranyitott it mentén és sose akadnank el, ezért végiil talalnank egy
iranyitott kort. Most ezt a nyelot tegyiik be utolsénak a rendezésben, es keressiink egy 11j nyelot, stb.

Mutassuk meg, hogy ha D DAG, akkor a mélységi keresése utdni befejezési sorrend megforditasa topologikus
rendezést ad.

Megoldds: Az elsének befejezett pontbdl csak visszaél indulhat. Viszont mivel D DAG, ilyen nincs, tehat ez
a csucs nyeld. Ha toroljiik ezt a pontot a grafbdl, akkor a DFS ugyanigy fut, csak ezt a pontot nem talalja
meg. Széval a masodiknak befejezett pont nyeld az elsé pont torlésével keletkezd grafban, stb.

Hatarozzuk meg a koézéps6é dbran megadott PERT probléma minden tevékenységéhez a legkorabbi kezdési
idopontot, valamint a ¢ tevékenység legkés6bbi olyan kezdési idOpontjat, amely mellett a teljes PERT fe-
ladat a leheto legrovidebb idé alatt végrehajthato. Melyik tevékenységek kritikusak, azaz melyek azok a
csucsok, amelyeknek a kezdési idopontjaban torténd barmely késedelem a teljes PERT feladat befejezését az
optimalishoz képest a késedelem idejével megnoveli?
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Megoldds: Elséként meghatdrozzuk PERT graf pontjainak egy topologikus sorrendjét (pl. forrdsok meg-
taldldsdval és torlésével). Megkapjuk pl az d, a, b, ¢, e, g, h, f,i sorrendet. Ebben a sorrendben meghatarozzuk
az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét, és az azt meghatdrozo, az adott csticsba futé élt (éleket) meg-
jeloljiik. (Az 4brén vastagitdssal ill. a csticsok melletti szamokkal.) Meg kell még hatdroznunk a ¢ tevékenység



legkésObbi olyan kezdési idopontjat, amely mellett a projekt még a lehetd legrévidebb idén beliil befejezheté.
Vegylik észre, hogy a c tevékenység kezdése kozvetleniil csak azokra a tevékenységekre hat, amelyekbe c-bél
él fut, konkrétan az e és f tevékenységekre. Azonban e és f mindegyike rajta van a daegh fi kritikus tton,
igy ezeknek a tevékenységeknek muszdj az imént kiszamitott kezdési id6ben elkezdédnitlik. A ¢ tevékenység
legkésObbi kezdési ideje tehdt az a legnagyobb érték, ami még nem veszélyezteti e és f idébeni kezdését. A
ce él miatt ¢ nem kezd6dhet 17-nél, a cf él miatt pedig 20-ndl kés6bb. A vélasz tehat a 17 kezdési id6 a ¢
tevékenységre.

5. Mi koze a PERT problémanak a legrovidebb utakhoz?

Megoldds: A PERT-ben minden v csiicshoz egy v-be vezetd (barhonnan induld) leghosszabb utat keresiink.
Ez az tthossz lesz az adott v csticsnak megfeleld tevékenység legkorabbi kezdési ideje. A leghosszabb 1t meg
mindjart legrovidebb lesz, ha negéljuk az élhosszokat. Negativ élhosszokkal meg akkor tudunk legrévidebb
utat keresni (pl Forddal vagy Floyddal), ha nincs negativ koér. Ja, és ilyen nincs, hisz kor sincs. A PERT
madszer egy ezektdl kiilonboz6 (és hatékonyabb) dinamikus programozési eljdrds, viszont csak akkor alka-
Imazhatjuk, ha nincs irdnyitott kor.

6. Tervezziink hatékony algoritmust, amely adott PERT probléma és adott u és v tevékenységek (grafesicsok)
esetén a PERT feladatnak olyan optimdlis iitemezését adja meg (mér amennyiben ilyen 1étezik), amelyben
az u tevékenységet hamarabb kezdjiik v-nél.

1. megoldds: Bevezetiink egy 0 hosszi uv élt. Ha ezéltal a graf DAG marad és az optimum sem véltozik,
akkor van ilyen iitemezés (és a PERT meg is taldlja a kiegészitett gréfon futtatva), ha nem, akkor nem.

2. megoldas: Megnézziik, hogy van-e v-bdl Ut u-ba. Ha igen, akkor egyaltalan nincs ilyen litemezés. Ha nincs
ut, akkor meghatérozzuk u legkordbbi és v legkésébbi kezdési idejét optimadlis litemezés mellett. (Ez két
PERT feladat megolddsét jelenti, a masodik a fordiott élii grafon (forditott top sorrenddel) torténik.) Ha
az utébbi kezdési id6 az el6bbit koveti, akkor igen a valasz, egyébként meg nem. Ugyanis tekintsiik a sima
PERT éltal adott f {itemezést, amikor mindent a lehetd leghamarabb kezdiink el, és nézziik azt a g-t, amikor
mindent az utolsé pillanatban. Ha most minden u el6tti tevékenységet az f szerint, az Osszes tobbit meg a
g szerint kezdjiik, akkor olyan optimadlis itemezést kapunk, amiben u megel6zi v-t.

Hazi feladat.

1. G egy iranyitott graf, graf élein egy | : E — R sulyfiiggvény. Tudjuk, hogy G-ben nincs negativ 0sszsilyt
kor. A cstcsok egy része piros, a tobbi kék. Adjunk egy hatékony (polinomiélis) algoritmust, amely barmely két
pont kozott megadja a legrovidebb olyan 1t hosszat, amely tartalmaz piros pontot.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden irdnyitott graf két DAG unidja. (Vagyis kiszinezhet&k az élek pirossal és kékkel
ugy, hogy az egyszinii élek DAG-ot alkotnak.)

3. A G irdnyitatlan grafnak az az izgalmas tulajdonsdga van, hogy akdrhonnan induld, akdrmilyen sorrendi
mélységi faja egy, a gyokérbél indulé Hamilton ut. Bizonyitsuk be, hogy G 2-6sszefiiggd. Mutassunk ilyen tulaj-
donsagu grafot, ami nem 3-Osszefiiggo.



