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Stkgrafok

Tudnivaldk:

G sikgraf, ha lerajzolhat6 a sikra metszés nélkiil. Tegytik fel, hogy G le van rajzolva a sikra metszés nélkiil, n
csucs, e €él, t tartomany, k Osszefiiggé komponens. Euler formula: n —e+t =k + 1.

Kovetkezmény: Ha G egyszerti, n > 3 csicsu sikgraf, akkor e < 3n — 6. Ha G egyszerti, n > 3 csticsu paros
sikgréaf, akkor e < 2n — 4. S6t, ha G egyszerli, n > 3 csicsu sikgraf, amelyben nincs haromszog, méar akkor is
e <2n—4.

Kévetkezmény kovetkezménye: K és K3 3 nem sikgrafok.

Négyszintétel (Appel-Haken 1976) Ha G sikgraf, akkor x(G) < 4. (Ez nem javithaté, pl Ky.)

Topologikus izomorfia. Definidlunk két operacidt, amelyek egymds inverzei. 1. operdcié: A G graf két szomszédos
csucsa legyen u és v, toroljiik el az uv élt és vezessiink be egy 4j x csuicsot, amelynek két szomszédja van, u és
v. 2. operacid: Tegyiik fel, hogy G-ben x foka 2, szomszédai u és v. Toroljiik el az x cstcsot és az xu, zv éleket,
viszont huzzuk be az uv élt.

A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha az 1. és 2. operacié ismételt alkalmazdsaval el lehet jutni G-bél
H-ba.

Eszrevétel: Tegyiik fel, hogy G és H grafok topologikusan izomorfak. Ekkor G sikgraf < H sikgraf.

Kuratovski tétel (1930) G akkor és csak akkor sikgraf, ha nem tartalmaz K;-tel és K3 3-mal topologikusan
izomorf részgrafot.

Fary-Wagner tétel (1936, 1948) Ha G sikgraf, akkor lerajzolhaté metszés nélkiil igy, hogy az élei egyenes
szakaszok.

1. (i) Egy egyszerti, n > 3 cstcsu sikbarajzolt grafnak pontosan 3n — 6 éle van. Bizonyitsuk be, hogy minden
tartomanya haromszog. (ii) Egy egyszer(i, n > 3 csticsu sikbarajzolt graf minden tartomdnya héromszog.
Bizonyitsuk be, hogy pontosan 3n — 6 éle van.

Megoldds: (i) Legyen n, e, t és k a cstcsok, élek, tartomdnyok és az Osszefliggd komponensek szdma. Az
Euler formula alapjan n — e +t = k + 1. Legyenek Fy,..., F}; a tartoméanyok és legyen f; az F; hataran
levé élek szama. (Ha egy él mindkét oldaldrdl Fi-t hatarolja, akkor kétszer szdmoljuk.) Ekkor Z§=1 fi =2e
mivel 6sszesen minden élt mindkét oldalardl szamolunk. Mivel G egyszerti graf, minden i-re f; > 3. Ebbdl
3t < 22:1 fi = 2e tehdt t < 2e/3. Ezt behelyettesitve, n —e+2e/3 > k41 > 2, tehat 3n — 6 < e. Tehat ha
e = 3n — 6, akkor az egész szamolasban minden egyenlGtlenség helyett egyenlOséget irhatunk, ezért minden
minden i-re f; = 3.

(ii) Nézziik meg tjra a szamoldst. Ha minden tartomdny hdromszog, akkor a graf osszefiiggo, k = 1, és
minden i-re f; = 3. Ezekkel szdmolva 3t = 22:1 fi = 2e, t = 2e/3, ezt behelyettesitve, n — e + 2¢/3 =
k+1=2,tehat 3n —6 =e.

2. Hany csiucsa van annak a sikbarajzolhaté grafnak, amit 3 haromszog-, 3 négyszog- és egy Otszoglap hatarol?

Megoldas: Vilagos, hogy t = 7. Ha a graf nem lenne Gsszefliggl, akkor lenne egy olyan lapja, ami egyszerre
két Osszefiiggd komponenssel is hataros, de ez nem lehetne se haromszog, se négyszog, se Gtszog. Tehdt a
graf Osszefiiggs. Tudjuk, hogy 2e = > f;, itt 2e =3 -3+ 3 -4+ 5 = 26, vagyis e = 13. Behelyettesitve az
Euler formuldba: n — 13+ 7 =2, = 8.

3. Tetszbleges G sikbarajzolt grifra legyen n(G) a csticsok, e(@) az élek, t(G) a tartomdnyok szdma. Hatdrozzuk
meg az n(G) + e(G) — 2¢t(G) mennyiség maximumat, ha G barmilyen 100 csicsi Osszefliggd egyszeri
sikbarajzolt graf lehet.

Elsé megoldds: Tegyiik fel, hogy az « €l olyan, hogy G-nek benne van egy korében. Ekkor, ha elvessziik,
a kapott G’ graf is osszefiiggs lesz. Erdemes elvenni? Nézziik, hogyan véltozik az n(G) + e(G) — 2¢(G)
mennyiség. n(G’) = n(G), e(G') = e(G) — 1, ezek trividlisak, és mivel az elvett o él benne volt egy korben,
a két oldaldn két kiilonbozd tartomdny volt, amik az elvételével egyesiilnek. Tehét ¢t(G') = t(G) — 1. Ezért
n(G') +e(G") = 2t(G") = n(G) + e(G) — 2¢(G) + 1. Vagyis érdemes elvenni, a kérdéses mennyiség né. Tehdt



abban a 100 csicsu Osszefiiggd egyszerii sikbarajzolt grafban, amelyben n(G) + e(G) — 2t(G) maximélis,
nincs kor, vagyis G egy fa. Ekkor n = 100, e = 99, t = 1, n(G) + e(G) — 2t(G) = 197.

Madsodik megoldds: Mivel G 6sszefiiggh, n —e+t = 2. Tehit n+e -2t =n+e—2t+n—e+t—2 =
2n—t—2 = 198 —t. Tehét ez a mennyiség akkor maximaélis, ha ¢t minimélis. Mivel £ minimuma 1, a mennyiség
maximuma 197 és ezt akkor érjiik el, ha G egy fa.

. Biz. be: Ha G n pontu, egyszerii, sikbarajzolhaté graf, akkor

a) egyuttal téruszra is rajzolhatd;

b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behizhaté G-be 1j él ugy, hogy tovdbbra is egyszeri,
sikbarajzolhaté grafot kapjunk;

¢) G bérmely sikbarajzoldsakor ugyanannyi tartomdny keletkezik;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoki csticsa vagy G tetsz6leges sikbarajzoldsdnak van haromszoglapja.

Megoldds: a. Ha G sikbarajzolhaté, akkor gombre is rajzolhaté. Rajzoljuk le, majd furjunk egy alagutat a
gémon, aminek a bejarata és kijarata nem metsz semmilyen élt. Kész is a torusz.

b. Azt mar lattuk egy korabbi feladatban, hogy ha G-nek minden tartoménya héromszog, akkor 3n — 6 éle
van. Mivel most kevesebb éliink van, van egy N nem haromszog taromény. Legyen a, b, ¢, d négy kiilonb6zo
pont a hatdran, ebben a sorrendben. Ha a és ¢ nincsenek 6sszekotve N-en kiviil, akkor kossiik éket Gssze
N-en beliil és kész vagyunk. Ha Ossze vannak kotve, akkor viszont b és d nem lehetnek Osszekotve, mert
akkor az ac és bd él metszené egymast. Ezért osszekothetjiik b-t és d-t N-en beliil, és kész vagyunk.

¢. Az Euler formula alapjan n — e+t = k+ 1 vagyis t = k+ 1 — n + e. Mivel n, e és k nem fiigg G
lerajzolasatol, t se se fligghet.

d. Tegyiik fel, hogy minden fokszédm legaldbb 4. Ekkor 2e = 3" d; > 4n, tehét e > 2n. Most tegytik fel, hogy
minden lapnak legaldbb négy oldala van. Ekkor 2e = > f; > 4t tehdt e/2 > t. Viszont n—e+t =14k > 2,
behelyettesitve n — e + e/2 > 2, e < 2n — 4. Tehdt nem lehet egyszerre minden fokszdm legaldbb 4 és hogy
minden lapnak legalabb négy oldala van.

. Adjunk meg olyan 8 csicsu, egyszerti, sikbarajzolhaté grafot, aminek a komplementere is sikbarajzolhatd!

Megoldds: A haromszog alapi hasab élhaléja plusz egy diszjunkt él jo lesz. Nyilvan sikgraf, a komplementere
egy 6 hosszu kor és két pont, ami a kor minden pontjaval Gssze van kotve, ez is sikgraf.

. Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem sikgraf.

Megoldds: Egy 11 cstcsu sikgrafnak legfeljebb 3 - 11 — 6 = 27 éle lehet. A 11 csticsu teljes grafnak meg 55
éle van, ezért vagy G-nek, vagy G-nek legalabb 28, tehat nem sikgraf.

. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan harom lap taldlkozik.
Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szamanak kiilonbsége?

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a darab négyszog van és b darab nyolcszog. Ekkor 4a + 8b = 3n, 4a + 8b = 2e
és a + b = t. Ezenkiviil n — e +t = 2, behelyettesitve 4a/3 + 8b/3 —2a —4b+a+b =2, a/3 —b/3 = 2,
a—b=6.

. Egy mezén k haz és k kit 4ll. Minden haztdl pontosan 4 (kiilonbozd) kithoz vezet it (méghozzd kozvetlenil,
vagyis mas hdzak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan tt, amelyek
keresztezik egymast!

Megoldds: Legyenek a hazak és kutak a csicsok, az utak az élek. Ekkor ez egy paros graf, amelynek n = 2k
cstcsa van és e = 4k éle. Tehat e = 2n, ami azt jelenti, hogy nem lehet sikgraf, mert egy paros sikgrafnak
legfeljebb 2n — 4 éle van.

. Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-Osszefiiggévé tehet6 tovabbi élek behizasaval a sikba-
rajzoltsag megtartdsa mellett. Igazoljuk, hogy ha G sikbarajzolt és minden lapja haromszog, akkor G 3-
Osszefiiggd.

Megoldds: Minden cstcs szomszédsiga egy kort feszit. Ha a két elhagyott cstiics nem szomszédos, akkor
elhagyva Oket ezek a korok osszetartjak a gréafot. Ha szomszédosak, akkor meg a szomszédsaguk egy kort
feszit, és ez Osszetartja a grafot. Tehdt két pont elhagydsa utan még Osszefiiggd grafot kapunk, a graf
3-Osszefliggo.
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Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszerti sikgrafban a legrovidebb kér hossza g, akkor |E(G)| < %5 (n — 2).

Megoldas: Az Euler formula alapjan n — e+t = k 4+ 1. Legyenek Fy,..., F} a tartomanyok és legyen f; az
F; hatdrdn levd élek szdma. (Ha egy él mindkét oldaldrdl Fi-t hatdrolja, akkor kétszer szdmoljuk.) Ekkor
ZZ 1 fi = 2e, és a feltevés szerint fl > g, tehdt gt < 22:1 fi = 2e tehét t < 2e/g. Ezt behelyettesitve,
nfe+26/g>k+1>2 tehdt e < - 95(n—2).

Egy 20-csticst poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldali sokszog. Mennyi a k értéke?

Megoldds: n =20, t =12, e = kt/2 = 6k. n — e + t = 2 vagyis 20 — 6k + 12 = 2, k = 5. Ez a dodekaéder.
Sikbarajzolhaték-e a K¢, K12, K43, K5 —e, K33 —e ,C7 grafok? Hét az aldbbiak?

Se It ey B

Megoldds: K¢ nem, tartalmaz K5-6t. Ky o igen. (dbra) Ky 3 nem, tartalmaz K s-at. K5 — e, K33 — e igen.
(4bra) C7 nem, van benne topologikus K. 3,3 Egylk osztaly: vy, ve, v3, a masik: v4, vs, vg, minden kdzvetleniil
Ossze van kotve, kivéve vz és v4, 6k v7-en keresziil.

Az eredeti abrén levé grafok: nem, nem, igen, nem, igen. Ami nem, ott topologikus K3 3 van. (dbra)

K

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerli sikbarajzolhat6 grafban

a) a minimélis fokszam legfeljebb 5;

b) ha a minimalis fokszdm 5, akkor legaldbb 12 6t6dfokd pont van.

Megoldds: a. Tudjuk, hogy e < 3n— 6. Tegyiik fel, hogy minden i-re d; > 6. Ekkor 2e = """, d; > > 6 =
6n vagyis e > 3n, ellentmondds. Tehat van legfeljebb 6todfoku csics.

b. Tegytik fel, hogy minden i-re d; > 5 és k darab pontosan 6todfoku csics van, a tobbi cstics foka legaldbb
6. Ekkor 6n —12>2e =", d; > >." 6 —k = 6n — k. Tehat k > 12.

Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5 hosszi. Mutassuk meg, hogy a graf
sikgraf!

Megoldds: G nem tartalmaz topologikus K5-6t, mert ahhoz legaldbb 5 cstics kell, aminek a foka legaldbb
4. Es topologikus K3 3-at se tartalmaz, mert akkor lenne benne legaldbb 6 hosszui kor. Tehat a Kuratowski
tétel alapan sikgraf.



15. Jelolje er(G) a G graf sikra vald lerajzoldsakor 1étrejove élkeresztezések lehetséges minimélis szamét. (Feltessziik,
hogy harom €l nem metszheti egymdst ugyanabban a pontban.) Mennyi cr(Ky 4) értéke? Mennyi cr(Kg)?

Megoldds: K4 4: Vegyiink egy K4 4-et, lerajzolva a sikra, mind a lehetséges 16 médon vélasszunk ki 3-3 pontot
a két osztalybdl és nézziik meg a feszitett K3 3-at, az 6rokolt lerajzoldsban. Mind a 16 esetben taldlnunk kell
egy metszést, hiszen K3 3 nem sikgraf. Egy konkrét metszést ezzel az eljarassal legfeljebb 4-szer taldlhattunk
meg, mert a két metszé él 4 végpontjan kiviill meg 1-1 cstcsot kell kivalasztanunk a maradék 2-2 cstucsbdl.
Tehét kell lennie legadbb 16/4 = 4 metszésnek. Ennyivel le is lehet rajzolni. (dbra)

Kg: Itt is vegyiink egy lerajzolast és vegyiikk mind az 6t K5 részgrafot. Talaltunk 5 metszést, hiszen Kj
sem sikgraf. Egy metszést max kétszer szamolhattunk, tehat legaldbb 3 metszés volt. Ennyivel le is lehet
rajzolni. (dbra)

K4,4 és K(;
16. Bizonyitsuk be hogy cr(Ks5) > 11.
Megoldds: Ugyanigy, mint az el6bb, vessziik az Osszes feszitett K3 3 részgrafot. Ez (g) (g) = 100 lehet&ség,

tehdt taldlunk ennyi metszést, és egyet legfeljebb 9-szer szémoltunk. Teh&t van legaldbb [100/9] = 11
metszéspont.

17. Mutassuk meg, hogy a K7 és a K44 grafok mindegyike téruszra rajzolhaté. Bizonyitsuk be, hogy ha G
sikbarajzolt graf, akkor G-be tetszOleges élt behtuzva téruszra rajzolhaté grafot kapunk.

Megoldds: Lerajzolas: dbra. Legyen G egy sikbarajzolt graf. Vegyiik inkdbb egy gdmbre rajzoldsat (pl sztere-
ografikus projekciéval). Hozzd akarjuk még adni az uwv élt. Furjunk egy vékony lukat, ami a v csics kozelében
kezdddik és az u csucs kozelében végzddik. Ezzel egy téruszt kaptunk, és ezen az alaguton keresziil Gssze
tudjuk kotni u-t és v-t.

1 2 3 4 5 6 7 1

1 2 3 4 5 6 7 1
K7 a téruszon

1 1 2 2 3 3 4 4 1
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K, 4 a téruszon
Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguldris egyszerii paros graf nem lehet sikbarajzolhatd!

Megoldds: Tfh n csicsa van a grafnak. Mivel 4-reguldris, 2e = > d; = >4 = 4n, tehét 2n éle van. De ez
tal sok. Tudjuk, hogy egy paros sikgrafnak csak 2n — 4 éle lehet. Tehat nem lehet sikbarajzolhato.

(Hanani-Tutte tétel) (*) Egy grafot sikeriilt gy lerajzolnunk, hogy barmely két éle paros sokszor metszi
egymast. Bizonyitsuk be, hogy sikgraf!

Megoldds: Erre sok szép bizonyitds van, itt csak vazolom az egyiket. Belatjuk, hogy egy ilyen grafban nem
lehet topologikus K35 illetve K3 3. Vagyis be kell 1atni, hogy ha lerajzolunk egy topologikus Ks-6t illetve
K3 3-at, akkor lesz két éle, amik pératlan sokszor metszik egymaést. Lassuk be el6szér a ,sima” Ks-re.
Ttfh lerajzoltuk a K5-6t gy, hogy barmely két éle paros sokszor metszi egymast, a csucsok wvy,...,vs.
Nézziik meg, milyen sorrendben jonnek ki az élek (6rajards szerint) vi-b6l. Mondjuk vyve, v1v3, V104, V1U5.
Tekintsiik a v1v3v5 (Onmagat esetleg metsz4) kort. Ez felbontja a sikot tartoményokra, amelyek kiszinezhet6k
sakktdbla-szerlien (pl. azon pontok, amelyeket paros illetve paratlan sokszor keriil meg a gérbe) és nem nehéz
latni, hogy ve és vy kiillonboz6 szinl tartomanyban vannak, tehdt a vouy péaratlan sokszor metszi a kort,
ivalamelyik élét is. Ugyanigy érvelhetiink a sima K35 helyett a topologikus K5 esetén is.

K3 3.: nagyon hasonlé. Legyenek a csticsok vy, v2, 3, U1, U2, us. Tth vi-ben az élek sorrendje viu1, viug, vius,
ui-ben pedig ujv1, u1ve, ujvs. (minden mds sorrendre hasonlé az érvelés) Vegylk az ujviugvg kort. A
fentihez hasonléan lathatd, hogy us és vs ellenkezd ,,oldalan” van. Tehat az uzvs él az uiviuqgve kort paratlan
sokszor metszi, igy valamelyik élét is. Topologikus K3 3 -ra ugyanigy.

Ezzel készen vagyunk.

a (*). Mézga Aladar (A), Doktor Bub6 (B) és CsOrmester (C) egy sorhdzban laknak, egymés mellett, a
gardzsaik egy médsik épiiletben vannak, ugyancsak egymads mellett. (1. dbra)

Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért gy szeretnének utakat épiteni mindhdrom lakastol a megfelel6
gardzsig, hogy az utak ne keresztezzék egymést. (Mér 6regek és nem tudnak repiilni.) Lehetséges ez?

b. Rédadasul a nyaraldik is egy kozos kertben vannak, de mindenkinek sajat kapuja van, a 2. dbra szerint.
Nem tul szerencsés elrendezés. Itt meg tudjak épiteni az utakat a harom héztél a megfelel6 kapukig ugy,
hogy ne keresztezzék egymast?

| |
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Mézga Aladéar, Doktor Bubd és Csérmester lakdsa és gardzsa.

®
® ©
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Megoldds: Ennek nem irom ide a megoldasat. Jé fejtoro!

Mézga Aladar, Doktor Bubé és Cs6rmester nyaraldja.

Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatédrolja, akkor G paros graf.



Megoldds: Tegytik fel, hogy van G-ben egy péaratlan C kor. Ez egy R tartomanyt hatarol, ami néhany lap,
Fy, ..., F; uni6ja. Legyen f; szokds szerint az F; hatdran levé élek szdma, ¢ pedig a C' hatdran levd élek
szama. Legyen b az R-ben levé élek szama. Ekkor 22:1 fi = 2b+ ¢ hiszen a bels6 éleket kétszer szamoltuk,
a C-n levéket egyszer. Mivel minden f; paros a feltétel szerint, ezért c is paros, ami ellentmondas. Tehat
nincs paratlan kor G-ben, G péros graf.

Hazi feladat.
1. Legyen G hérom sikgraf unidja. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 18.

2. Tetszéleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csticsok, e(G) az élek, t(G) a tartomdnyok szdma. Hatdrozzuk
meg az n(G) + 2¢(G) — t(G) mennyiség maximumét, ha G barmilyen 2020 csicst egyszer(i Osszefliggd sikbarajzolt
graf lehet.

3. Az Operativ Torzs szakszeriien feltérképezte az emberek kapcsolati héléjat és a kapott 10000000 csucsu
grafot sikeriilt 6sszesen két él-metszéssel felrajzolni az Operativ Kozpontban taldlhaté Operativ Digitalis Tablara.

Bizonyitsuk be, hogy az emberek egy részét (nem 0-t és nem is az Osszeset) karanténba tudjdk zdrni ugy, hogy
legfeljebb 5 kapcsolatot kell hatdsdgilag megszakitani!



