Kombinatorika és grafelmélet 1.
10. gyakorlat, 2020. aprilis 20-24.

Elszinezés

Tudnivalok

L(G): G élgréfja, csicsai G éleinek felelnek meg, két cstics Gssze van kotve akkor és csak akkor, ha a megfelel
éleknek G-ben van kozos végpontja.

X' (G) = xe(G): G élkromatikus szdma, G éleinek a kiszinezéséhez sziikséges szinek minimdlis szdma. (Ugy,
hogy barmely két kozos végponti él kiilonbozé szind.) Nyilvan x'(G) = x.(G) = x(L(G)).

Minden G grifra A(G) < x/(G).

Vizing tétel: Minden G egyszerii grifra A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Kénig tétel: Ha G péros graf, akkor A(G) = x/'(G).

1.

Legyen G olyan 3-reguldris egyszerii Osszefligg6 graf, melyben van elvigé él (azaz olyan él, melyet elhagyva
a graf tobb komponensre esik). Mutassuk meg, hogy ekkor x/'(G) = 4.

Megoldds: A Vizing tétel alapjan x/'(G) = 3 vagy 4. Prébaljuk meg 3 szinnel kiszinezni az éleket. Mivel G
3-reguldris, minden pontba mind a harom szinii él csatlakozik, tehat mind a harom szin élei teljes parositast
alkotnak. Tegyiik fel, hogy az elvagé él piros. Ekkor, mind a két komponensben (amit az elvdgé él elhagydsdval
kapunk) a piros élek egy-egy csics kivételével teljes parositast alkotnak, ezért mind a két komponensben
paratlan sok csics van. Most nézziink egy mésik szint, mondjuk a kéket. A kék élek mind a két komponensben
teljes parositast alkotnak, ezért mind a két komponensben paros sok cstics van. Ez az ellentmondéds mutatja,
hogy 3 szinnel nem lehet kiszinezni az éleket, tehdt x'(G) = 4.

Tegyiik fel, hogy G egyszerti, 8-reguldris, 2009 ponti graf. Hatdrozzuk meg a x'(G) élkromatikus szdmot.
Megoldds: Vizing tétel alapjan x'(G) = 8 vagy 9. Ha 8 szinnel ki lehetne szinezni az éleket, akkor minden
szihez tartozo élek teljes parositast alkotndnak, ami lehetetlen, mert paratlan sok cstcs van. Tehét x'(G) = 9
Hatérozzuk meg a K, teljes graf x/(K,,) élkromatikus szdm4t.

Megoldds: A K,, graf (n — 1)-reguldris, tehdt x'(K,) = n — 1 vagy n.

Legyen n paratlan. Ha n — 1 szinnel ki lehetne szinezni az éleket, akkor minden szihez tartozé élek teljes
pérositast alkotndnak, ami lehetetlen, mert paratlan sok cstics van. Tehat x/(K,) = n. Egyébként nem is
nehéz mutatni egy jé élszinezést n szinnel. Vegyiink egy szabalyos n-szoget. Itt minden &tlé parhuzamos
valamelyik oldallal. Minden oldalhoz, es a vele parhuzamos atlokhoz rendeliink egy-egy szint.

Most legyen n pdros. Ekkor n — 1 szin elég lesz. Vegyiink egy szabdlyos (n — 1)-szoget és a kozéppontjat.
Minden oldalhoz, es a vele parhuzamos 4tlékhoz rendeliink egy-egy szint. A kimaradé cstcs (amely a megfelel$
oldallal éppen szemben van) és a kdzéppont kozti élt is szinezziik erre a szinre.

. Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szamdt, amit egy 2n pontu koérbol ugy

kapunk, hogy behtzzuk az n atmérot.

Megoldds: Legyen el6szor n paratlan. Szinezziik ki a csicsokat felvatva két szinnel. Ez jo szinezés lesz, az
oldalakra nyilvan, és az atlok végei is kiillonbozé szintiek. Tehdt y = 2. Az élkromatikus szam 3 vagy 4.
Szinezziik ki az éleket a kor mentén felvdtva két szinnel, az atlokat a harmadik szinnel, ez egy jé élszinezés,
tehdt ' = 3.

Most legyen n paros. Ekkor az egyik atmérén keresztiil haladé ,,félkor” hossza n + 1, paratlan, tehat y > 3.
Ugyanakkor a Brooks tétel alapjan 3 szin biztos elég, tehat x = 3. Az élkromatikus szam pontosan ugyanugy
megy mint az elébb, x' = 3.

Legyen n > 2. Mennyi az n cstcsu teljes graf élgrafjanak a komplementerének x(L(K,)) kromatikus szdma?

Megoldds: A G grafhoz tartozé élgraf L(G) cstcsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli csics pontosan
akkor szomszédos, ha a nekik megfeleld G-beli éleknek van kozos végpontjuk. Tehat L(K,) csicsai G éleinek
felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan akkor szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek nincs
kozos végpontjuk.




Allitds: ha n > 3, akkor a valasz n — 2. Egyrészt n — 2 szin elég. K3 éleit kiszinezhetjiik 1 szinnel. Tegyiik
fel, hogy K,_1 éleit mar kiszineztiikk n — 3 szinnel. Vegyiink egy n-edik csicsot és az Osszes innen futd élt
szinezzik ki egy (n — 2)-ik szinnel.

Masrészt n — 2 szin kell is: n = 3-ra illetve 4-re trividlis. Legyen n > 4 és tegyiik fel, hogy mar belattuk az
allitast (n — 1)-ig. Nézziik K, élszinezését. Az egy szinosztélyhoz tartozé élek koziil barmely kettének van
kozos végpontja. Tehat vagy egy hdromszoget alkotnak (és tobb nincs) vagy csillagot alkotnak.

Ha minden szinosztdly egy haromszog, akkor sziikség van legaldbb (;) /3 > n — 2 szinre. Ha valamelyik
szinosztaly, mondjuk a piros, csillagot alkot, akkor legyen v a csillag kozepe. Tehat minden piros él v-re
illeszkedik. Hagyjuk el v-t, eltuntek a piros élek, de az indukci6 szerint még mindig van n — 3 szintink. Tehat
legalabb n — 2 szintink volt.

Mennyi az abran lathato gréfok élkromatikus szama?
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Megoldds’: Els6: minden fok 4, tehat 4 szi biztos kell. De elég is, konnyii kiszinezni. Masodik: A Vizing
alapjan 3 vagy 4. Ha 3 lenne: egy szinosztédlyt elhagyva minden fokszdmn 2-re csékken, tehat kérok unidjat
kapjuk, viszont minden koron felvaltva vannak a szinek, tehdt paros hosszi. De ez nem lehet, mert ebben a
grafban (Petersen gréf) egydltaldn nincsenek péaros korok. Tehdt a vdlasz itt is 4.

Hazi feladatok

1.

Tegyiik fel, hogy az egyszerti G graf r-reguldris, Gsszefiiggs, de van olyan pontja (elvdgé pont), melyet
elhagyva a graf szétesik. Igazoljuk, hogy x'(G) =r + 1.

Mutassunk minden D > 1 szdmhoz olyan G grafot, amelyre A(G) = D és x'(G) = D.

Mutassunk minden D > 2 szdmhoz olyan G gréfot, amelyre A(G) = D és x'(G) = D + 1.



