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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdol. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolédsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az dtmutatdbeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: A(G): maximélis fokszdm, 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fiiggetlen élek maximélis
széma, p(G): lefogd élek minimdlis szdma, a(G): fiiggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G):
kromatikus szdm, x'(G): élkromatikus szdm, k(G): pont-Osszefligg8ségi szdm, A(G): él-Osszefliggéségi szam.

1. A G graf csticsai v; 5, 1 <14,j < 4. A v;; és vp csticsok akkor és csak akkor vannak Gsszekotve
éllel, ha |i — k| + |[j — I| = 1. Hatdrozzuk meg G pontosszefliggbségi szamat, x(G)-t.

(A grafot dgy is elképzelhetjiik, hogy egy 4 X 4-es négyzetrdcs pontjai a csicsok, és két csiics 6ssze van kotve
éllel, ha vizszintesen vagy fiiggblegesen szomszédosak.) A vy csicsnak (a récs sarka) csak két szomszédja van,
v12 és va 1. Ezt a két pontot elvéve vy ; izolalt pontta valik, tehdt x(G) < 2. 4 pont

Viszont barmely két cstics kozott van két pontdiszjunkt ut: Ha a két cstcs, v és v/ nem is egy sorban és nem is
egy oszlopban van, akkor haladhatunk v sordban, majd v’ oszlopéban, illetve v oszlopdban, majd v’ sordban. Ha
egy sorban vannak, akkor haladhatunk a k6z0s sorban, illetve valamelyik szomszédos sorban. Ha egy oszlopban
vannak, akkor hasonléan jarhatunk el. Tehdt a Menger tétel alapjan x(G) > 2. 5 pont

Tehét x(G) = 2. 1 pont

2. Az 1. feladatban szereplé G grafra hatarozzuk meg a v(G), 7(G), p(G), a(G) értékeket.

Szerencsére ismét paros graffal van dolgunk! A két osztdly: A = {v;; | i + j paros } és A = {v;; | i +
j pératlan }. (Ha a rdcsra gondolunk, szinezziik ki a csticsokat sakktébla-szertien.) Tehdt nem csak a Gallai,
hanem a Konig tételeket is hasznalhatjuk. 3 pont
Tekintsiik a kovetkezd éleket: v; jv; 541, ahol 1 <4 < 4 és j = 1 vagy 3. Ezek éppen egy teljes parositast
alkotnak G-ben. Tehdt v(G) = 8. (Ennyi fiiggetlen élb6l 4ll a teljes parositds, tobb meg nem fér el mert 16

cstcsunk van.) 4 pont
A Gallai tétel alapjan v + p = n = 16, tehat p(G) = 8. 1 pont
A Kénig tétel szerint v = 7, ezért 7(G) = 8. 1 pont
Végiil a mésik Gallai alapjén 7 + o = n, tehdt a(G) = 8. (Vagy a mdsik Kénig alapjdn o = p, tehét
a(G) =8.) 1 pont

3. A 100 csicsu egyszerit H grafra x(H) = 3, A(H) = 99. Bizonyitsuk be, hogy a(H) > 50.

Szinezziik ki H cstcsait 3 szinnel. A 3 szinosztaly csicsai egyenként fiiggetlen ponthalmazt alkotnak. 1 pont
Mivel A(H) =99, van egy v csics, amely az Gsszes tObbi csicesal Gssze van kétve. Viszont akkor az & szine

kiilonbozik az 0sszes tobbi cstcs szinétol. 4 pont
Ekkor a mésik 2 szinosztdly egylitt 99 csticsot tartalmaz. Ezért valamelyik mérete legaldbb [99/2] = 50.
Tehét van 50 fiiggetlen csics H-ban, vagyis a(H) > 50. 5 pont
4. A K graf cstcsai vq,v2,...,v100, Vi és v; kozott van él akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1, 5,

vagy 9. Hatdrozzuk meg x'(K)-t.



Ismét az a nagy szerencsénk, hogy a graf paros! A két osztdly a péaros és paratlan indexii csicsok halmaza.
3 pont
Ezért alkalmazhatjuk Kénig tételét. (Ha G péros graf, akkor x'(G) = A(G).) Itt A(G) = 6, tehat x'(G) = 6.
7 pont

5. G(A, B, FE) egy egyszerl paros graf, A és B a két szinosztaly, |A| = |B| > 3. Tudjuk, hogy ha
a, b, c G hdrom cstcsa és egyaltaldn nincs koztiik él, akkor vagy a, b, c € A, vagy a, b, ¢ € B. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben van teljes parositas.

Azt allitjuk, hogy minden v cstics foka, d(v) > n — 1. Tegylik fel, hogy mondjuk v € A és d(v) < n — 2.
Ekkor van olyan u,w € B, hogy v nem szomszédos se u-val, se w-vel. Viszont u és w nyilvan egymassal sem
szomszédosak. Ez ellentmond a feltételnek. Tehat valéban, minden csics foka legaldbb n — 1. 4 pont

Most pedig ellendrizziik a Frobenius tétel feltételeit. Nyilvan |A| = |B|. 1 pont

Most legyen X C A. Ha |X| < n — 1, akkor, mivel minden X-beli cstics foka legaldbb n — 1, |[N(X)| >
n —1 > |X|. Ha pedig |X| = n, akkor X = A. Viszont N(A) = B, hiszen minden B-beli csicsnak van A-beli
szomszédja (s6t, n — 1 is van!). Tehat |[N(X)| =n = |X]. 4 pont

Ezzel belattuk, hogy teljesiil a Frobenius tétel feltétele, tehat van G-ben teljes parositas. 1 pont

6. G(V,E) egy egyszeri graf, |V| = n > 3, kiszineztiik az éleit 3 szinnel, a harom szinosztaly
legyen Ey, Es, E5. Tudjuk, hogy a G1(V, E2 U E3), Go(V, E1 U E3), G3(V, E1 U Ey) gréfok sikgrafok.
Bizonyitsuk be, hogy G-nek legfeljebb 9n /2 éle van.

Legyen |V| = n. Tudjuk, hogy egy n csiicsi sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van. 3 pont
Tehét, a feltételek szerint |Eq| + |E2| < 3n — 6, |E1| + |Es| < 3n — 6, |Ex| + |E3| < 3n — 6. 4 pont
Adjuk ossze ezt a hdrom egyenl6tlenéget és osszuk el 2-vel: |E| = |Ey| + |E2| + |E3] < 4.5n — 9. 3 pont



