Kombinatorika és grafelmélet I

2. ZH, 2019. majus 7, 14.30-16.00, QBF 09
Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdol. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet$ gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolédsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az dtmutatdbeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fiiggetlen pontok maximdlis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szédm, x'(G):
élkromatikus szdm, x(G): pont-Osszefiiggdségl szdm, A\(G): él-Osszefiiggbségi szam.

1. A G grafnak n csicsa van, vi,va, ..., 0, > 2, és 2-pontosszefiiggs.

Legyenek a G’ 2n cstcsu gréf cstcsai ui, ug, . . ., Un, Wi, Wa, . .., wy. A G’ grafban az u; és u; cstcsok,
illetve a w; és w; csticsok akkor és csak akkor vannak 0sszekotve, ha G-ben v; és v; 6ssze vannak kotve.
Ezenkiviil minden i-re u; és w; is Ossze vannak kotve. Maés él nincs. (Vagyis vessziik G két példanyat
és koztiik egy teljes parositast.)

Bizonyitsuk be, hogy G’ 3-pontosszefiiggd.

Mivel G’ nem teljes graf, azt kell beldtnunk, hogy két tetsz6leges csics elhagydsa utdn Osszefliggd marad.
Legyen az ui,us, ..., u, altal feszitett részgraf G', a wy,ws, ..., w, altal feszitett részgraf G2. Természetesen
G' és G? is izomorf G-vel. Hagyjunk el két csticsot, z-et és y-t. 2 pont

Tegyiik fol, hogy =,y € {ui,us,...,u,}. Ekkor G? teljes egészében megmarad, és a feltételek szerint
Osszefiiggd. G megmaradé csticsai pedig mind hozzd vannak kitve G2 megfelel csticsaihoz, tehat a megmaradt
graf is Osszefiiggd. Természetesen ugyanigy érvelhetiink akkor is, ha @,y € {wy, wa, ..., w,}. 4 pont

Tegyiik fol most, hogy = € {u1,ua,...,un} és y € {wi,wa,...,w,}. Mivel G! és G? is 2-pontdsszefiiggd,
a G'\ z és a G%\ y gréfok Osszefiiggbk. Mivel n > 3, van olyan 4, hogy u; # = és w; # y. Ekkor az u;w; él
megmaradt, tehdt osszekoti a G\ z és a G2\ y részeket. Ezért a megmaradt graf osszefiiggd. 4 pont

2. A G graf csicsai vi,va, ..., 0100, v; és v; akkor és csak akkor van Osszekotve, ha i+ j = 101 vagy
103. Hatérozzuk meg a 7(G), a(G), v(G), p(GQ) értékeket.

Vegyiik észre, hogy minden él paros és paratlan indexti csics kozott fut, tehdt G paros graf, a két osztéaly
a paros és paratlan indexii csicsok halmaza. Tehdt nem csak Gallai, hanem Ko6nig tételeit is alkalmazhatjuk.

3 pont

G-ben azok a v;v; élek, amelyekre ¢ 4 j = 101, éppen egy teljes parositast alkotnak, ezért v(G) = 50. (Ez 50
fiiggetlen él, t6bb meg nem fér el.) 4 pont
Viszont Gallai tétele szerint v + p = 100, tehat p = 50. 1 pont
Koénig tétele szerint v = 7, tehat 7 = 50. 1 pont
Végiil Gallai mésik tétele szerint 7 + o = 100 tehdt o = 50. (Vagy Kénig masik tétele szerint p = « tehét

a =50.) 1 pont

3. A G (nem feltétleniil paros) grafnak 10 csicsa van és v(G) = 2. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5.

Legyenek a cstcsok vy, ve,...,v10 és tegyik fel, hogy vivs és vzuy két fliggetlen él. Mivel v = 2, a vs, ... v1g
csticsok kozott nem futhat él (kapndnk egy harmadik fiiggetlen élt). 4 pont
Tehat kiszinezhetjiik a vs, ... v19 csicsokat ugyanazzal a szinnel. 3 pont



A v1,v9,v3,v4 csucsokat pedig szinezziik ki négy tovdbbi szinnel. Ezzel G j6 szinezését kaptuk 5 szinnel,
tehat x(G) < 5. 3 pont

4. A G egyszerii graf minden cstcsanak a foka 6, kivéve egy csticsot, aminek 2. Bizonyitsuk be,
hogy X'(G) = 7.

Legyen a kivételes (2 fokd) cstics . Mivel A(G) = 6, a Vizing tetel szerint x'(G) = 6 vagy 7. 2 pont
Tegyiik fel, hogy sikeriilt kiszinezni az éleket 6 szinnel (1,2,3,4,5,6). Ekkor x kivételével minden csticsra
mindegyik szini él csatlakozik. 2 pont

Tegyiik fel, hogy az z-re csatlakoz6 két él szine 1 és 2. Figyeljiikk az 1 szini éleket. Mivel az Gsszes csicsra
illeszkedik 1 szini él, mégpedig mindegyikre pontosan egy, az 1 szinl élek egy teljes parositast alkotnak. Tehat
G-nek péros sok csicsa van. 2 pont

Most pedig figyeljiikk a 3 szinii éleket. Mivel az Gsszes cstcsra illeszkedik (pontosan egy) 3 szinii él, kivéve
z-re, a 3 szinl élek egy pérositast alkotnak, amibdl csak x marad ki. Tehat G-nek péaratlan sok csicsa van.

2 pont

Ez ellentmondds, tehit x'(G) > 6 vagyis x'(G) = 7. 2 pont

5. A G egyszerii paros graf két osztalya A és B, A csicsai vy, vs,...,v,, minden i-re v; foka
d(v;) > i%. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van A-t lefedd parosités.

Belatjuk, hogy teljesiil a Hall feltétel, vagyis minden X C A-ra |[N(X)| > |X]|. 3 pont

Legyen X C A, | X| = k. Ekkor van olyan i > k, amelyre v; € X. 4 pont

Ekkor viszont |N(X)| > d(v;) > i > i > k = | X|. Ezzel belattuk, hogy teljesiil a Hall feltétel, tehat van A-t

lefed6 pérositas. 3 pont

6. A G grafbdl akarmelyik élt elhagyva sikgrafot kapunk. a. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5. b.
Mutassunk ilyen G grafot, amelyre x(G) = 5.

a. Hagyjuk el G-bdl az uv élt. A kapott G’ graf sikgraf, tehat a Négyszintétel szerint ki lehet szinezni négy

szinnel. 4 pont
Most tegytik vissza az uv élt, és szinezziik &t u-t egy 6todik szinre. Ez egy j6 szinezése G-nek, tehét x(G) < 5.

4 pont

b. A Kj ilyen graf, konnyen ellenérizhetd. 2 pont

(Azt mér nehezebb l4tni, hogy a K5 az egyetlen ilyen graf, de ez nem is kellett.)



