Kombinatorika és grafelmélet I
1. POtZH., 2019. majus 17. 10.15-11.45, T 604
Javitékulces

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdol. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolédsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az dtmutatdbeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. Héany olyan fa van a vy, v9,...,v19 csicsokon, amelynek az a vicces tulajdonsiga van, hogy ha
elvessziik bel6le a vy csucsot, akkor pontosan 3 komponensre esik szét?

Ez pontosan akkor kévetkezik be, ha vy foka, d; = 3. 3 pont
De akkor az 1 pontosan kétszer szerepel a fa Priifer kédjaban. 3 pont
Elég tehdt az ilyen Priifer kdokat megszamolni. A kdd 8 hossz, a két 1-es helyét (g)—féleképpen vélaszthatjuk
meg, a tobbi 6 hely mindegyikére 9-féle szamot irhatunk. Tehdt a vélasz (g) 96, 4 pont
2. G cstcsai v, vy, ..., U019, V; és v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha |i — j| = 3 vagy 2016.

Van G-ben Euler kor?

Egy griafban akkor és csak akkor van Euler kor, ha izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggs és minden fokszam

paros. 3 pont
Viszont ez a graf nem osszefiiggd! A graf 3 darab, egyenként 673 csticsu kor diszjunkt unidja. (A harom kor
csticsai a mod 3 kongruens sorszdmu csticsok.) Ezért G-ben nincs Euler kor. 7 pont
3. A G graf csicsai vi,va,...,v6 s ur, u2,u3, us. Minden v; és u; Ossze van kotve, mas ¢l nincs.

(Vagyis G a Kg 4 teljes paros graf.) Minimalisan hény élt kell hozzdadni G-hez, hogy tartalmazzon
Hamilton kort?

Ha egy grafban van Hamilton kor, akkor akarhogyan elvesziink k pontot, a graf legfeljebb k komponensre

esik szét. 2 pont
Itt az uq,us, us, uy csicsokat elhagyva 6 izolalt pontunk lesz, tehdt G-ben nincs Hamilton kor. 2 pont
Ha egy élt behuzunk, azzal legfeljebb eggyel tudjuk cstkkenteni a komponensek szamat, amit wq, us, us, uy
elhagyasaval kapunk, tehat még mindig nem lesz Hamilton kor. 2 pont
Két élt tigyesen hozzdadva viszont mar lesz: adjuk hozza a vivy és vovs éleket. Ekkor vqvovzug viusvsuzveusvy
egy Hamilton kor a kapott grafban. 4 pont
4. A Kjo teljes graf csicsai vq,v2,...,v100, & v;v; él silya 1, ha ¢ és j is paros, 2, ha 7 és j is

paratlan, és 3000 ha i és j koziil az egyik péaros, a masik paratlan. Hany minimalis 0sszstlyt feszitofaja
van G-nek?

1. megoldas:

A moh6 algoritmus az 6sszes minimélis feszitéfat megtaldlja, igyhogy kovessiik a mohé algoritmust. 1 pont
Ez el6szor kivalaszt egy tetszbleges feszitéfat a paros sorszamu csicsokon, utdna egy tetszoleges feszitofat a
paratlan sorszamu cstcsokon, végiil behiz egy tetszbleges élt a két fa kozé. 5 pont
A Cayley tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy ilyen fabdl Gsszesen 50%® - 5048 - 502 = 50°% darab van. 4 pont

2. megoldas:



A moho algoritmus megtalélja az egyik minimélis feszit6fat, igyhogy kovessiik a moho algoritmust. 1 pont

Ez el6szor kivédlaszt egy feszit6fat a paros sorszamu csicsokon, uténa egy feszitéfat a paratlan sorszamu
csucsokon, végiil behuz egy élt a két fa kozé. Ennek a minimalis feszit6fanak a silya 49-1+49-2+ 3000 = 3147.
3 pont

Az allitjuk, hogy a minimalis feszit6fik pontosan az ilyen fik: Egy tetszOleges feszitéfa a pédros sorszamu
csucsokon, egy tetszoleges feszitofa a paratlan sorszamu csicsokon, és koztilk egy tetszoleges él. Az vildgos, hogy
ezek mind minimalis feszit6fak, hiszen feszit6fak és a silyuk 3147. Most tekintsiink egy minimalis feszitofat.
Ennek kell, hogy legyen éle, ami a paros és paratlan sorszamu cstucsokat koti Ossze. Ketté nem lehet, mert
akkor mar legalabb 6000 lenne a silya. Ekkor viszont kiilén a péaros és kiilon a paratlan sorszamu cstcsokon is
tartalmaz egy feszitofat. 3 pont
A Cayley tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy ilyen fabél 6sszesen 50%® - 5048 . 502 = 50?® darab van. 3 pont

5. TetszOleges z > 0 szdmra legyen m(x) az aldbbi hél6zatban a maximalis folyam nagysiga.
Hatarozzuk meg az m(z) fiiggvényt.
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A hélézatban a minimdlis z-et tartalmazé vigds kapacitdsa 15 + = (dbra). 4 pont
(Ezt meg lehet taldlni javité utas mdédszerrel, vagy egyszeril esetszétvdlasztdssal.)

A minimélis z-et nem tartalmazé vigds kapacitdsa pedig 16 (dbra). 4 pont
(Ezt is meg lehet taldlni javité utas moédszerrel, vagy egyszerii esetszétvilasztassal.)

Tehét a Ford-Fulkerson tétel alapjdn m(x) = min{15 + z, 16}. 2 pont

v 15+x

6. G csucsai vq,v2,...,0100, Vi és vj Ossze van kétve, akkor és csak akkor, ha [i — j| = 1 vagy 7.
Hatarozzuk meg G pontosszefiiggdségi szamat, x(G)-t.

A vy és vg csicsokat elhagyva a vy izoldlt pontta vélik, tehat x(G) < 2. 4 pont



Most hagyjunk el egy pontot. Ez a pont két intervallumra vagja a v1,vs,...,v100 cstcsokat. (A szokdsos
sorrendben nézve a csicsokat.) Mindkét intervallumon végig tudunk menni az 1 hosszi élekkel, és 6ssze tudjuk
Oket kotni egy 7 hosszu éllel. 5 pont

Tehdt x(G) = 2.



