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Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szereplo allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldishoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a v, ve,...,v19 csicsokon, amelynek van 5-fokd csicsa?

Legyen Fj azon fék halmaza, amelyben a vy foka 5. A kérdés tehat | U2, F;l. 2 pont
A 10 csticst fak Priifer kddja 8 hosszi és minden csics indexe eggyel kevesebbszer szerepel, mint a sorszama.
Ezért egy 5-foki csics 4-szer szerepel. Tehat vagy pontosan egy, vagy pontosan két 5-fokud cstics lehet. 2 pont
Ezért a szita formula alapjén | UL, Fy| = 3210 |F| — > iz [Fi N Fj|. (Vagy a jézan ész alapjan: SO IF|
egyszer szamolja az olyan fakat, amelyben egy 5-foku cstcs van, és kétszer azokat, amiben két 5-foku cstics van,

ezért az ilyeneket egyszer le kell vonni) 2 pont
A Priifer kéd alapjén minden i-re |F;| = (Z) - 9%, és minden i # j-re |[F; N Fy| = (2). 2 pont
Tehat a valasz 10 - (i) -9t — (120) (i). 2 pont

Ez egyébként 456120.

2. Hatarozzuk meg azokat az 1000 csicsi egyszerii G grafokat, amelyre a kovetkezo teljestil:
akarhogyan vesziink hozzd egy élt G-hez, ha a kapott G’ gréf egyszer(i, akkor van Euler kore (korsétdja).

Mindenesetre a teljes graf kielégiti a feltételt, mert ehhez egyéltalan nem tudunk gy hozzavenni egy élt,
hogy a kapott graf egyszerii legyen. 2 pont
Tegyiik fel, hogy G nem teljes és kielégiti a feltételt. Legyen u és v két nem szomszédos csics. Ekkor a
G + {uv} grafnak van Euler kore. Ennek alapjdn G-ben u és v foka pdaratlan, a tébbi cstcs foka paros. 2 pont
Legyen w egy u-tol és v-t6l kiilonboz6 cstics. Mivel w paros fokid, nem lehet az Gsszes tobbi, 999 csiccsal

Osszekotve. Legyen z egy olyan csiics, ami nem szomszédos w-vel. 3 pont
Ekkor viszont a G + {wz} grafban w foka pératlan, tehdt nincs Euler kore, ami ellentmondds. Tehat az
egyetlen graf, amely kielégiti a feltételt, a teljes graf. 3 pont
3. A @ graf cstcsai vy, vs, ..., U019, minden csics foka legalabb 1848. A H graf csicsai ugyancsak
v1, V2, . .., V019, Mminden csucs foka legalabb 1956.
A G N H graf csucsai ugyanezek, vi, va, ..., U019, két cstcsot akkor és csak akkor kotiink Ossze, ha

G-ben is és H-ban is 0ssze vannak kétve. Bizonyitsuk be, hogy a G N H grafnak van Hamilton kore.

Legyen v egy tetszOleges cstics. G-ben a foka legaldbb 1848, tehat legfeljebb 2018 — 1848 = 170 masik cstccsal

nincs 6sszekotve. 2 pont
Hasonldan, v foka H-ban legalabb 1956, tehat legfeljebb 2018 — 1956 = 62 maésik cstccsal nincs 6sszekotve.

2 pont

Ezért a GNH grafban v legfeljebb 160+62 = 232 masik csticesal nincs 0sszekotve, vagyis a fokszama legalabb
2018 — 232 = 1786. 3 pont
Mivel 1786 > 2018/2, a Dirac tétel alapjan bizony van a G N H grafban Hamilton kor. 3 pont

4. A K teljes graf csucsai vi,vo,...,v100, & vv; €l silya 1, ha ij pdros és x, ha ij paratlan.

Adjuk meg a minimalis Osszsulyu feszitéfa sulyat x fiiggvényében.



Legyen V a péros index(i csticsok halmaza, U a paratlan indextieké. Nyilvan |V| = |U| = 50. A feltételek
alapjan az U-n beliili élek silya z, az Gsszes tobbi él sulya 1. A Kruskal tetel szerint a mohé algoritmus egy
minimalis feszit6fat talal, tehat futtassuk le a mohé algoritmust. 1 pont

Elészor legyen x < 1. Ekkor elészor megkapjuk (z = 1 esetén megkapHATjuk) U egy feszitofdjat, amelynek
49 éle van, mind x sulyd, majd ezt kiegészitjiikk V feszitofajava, 50 darab 1 silyu éllel. Ennek a silya 49z + 50.

4 pont
Ha x > 1, akkor viszont csupa 1 stlyu élb6l fogunk kapni egy feszit6fat. Ennek a silya 99. 4 pont
Tehat a minimélis feszitéfa silya 49z 4+ 50 ha x < 1 és 99 ha = > 1. 1 pont

5. TetszOleges z > 0 szémra legyen m(x) az aldbbi hélézatban a maximalis folyam nagysiga.
Hatdrozzuk meg az m(x) fiiggvényt.
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A hélézatban taldlhaté egy 15 kapacitdsi vagés (dbra). 4 pont
Ugyanakkor tetszéleges x esetén van 15 nagysdgui folyam (dbra). 4 pont
Tehét m(x) = 15 minden z-re. 2 pont

|15

6. G csicsai u; 5, 1 <1 <5, 1< 35 <2 Az w;j és ugy csicsok akkor és csak akkor vannak
osszekotve, ha |i — k| = 0, 1, vagy 4. Hatdrozzuk meg G pontdsszefliggdségi szamét, x(G)-t.

Minden 1 < ¢ < 5-re nevezziik az u; 1 és u; 2 csicsokat ikreknek. Ha elhagyunk két nem szomszédos ikerpért,
példaul az uq 1 és uq2, ug1 és ugo csicsokat, akkor a graf két részre esik szét. Tehdt x(G) < 4. 4 pont
Ugyanakkor, ha csak harom csicsot hagyunk el, akkor legfeljebb egy ikerpart hagytunk el, legalabb négy
ikerparbdl maradt legalabb egy-egy cstics. Ezek a cstcsok egy 4 hosszu utat alkotnak, amelyhez az 6sszes tobbi
megmaradt csics csatlakozik egy-egy éllel. Tehat a kapott graf dsszefiiggé marad. 5 pont
Tehat k(G) = 4. 1 pont



