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Kombinatorika és grafelmélet 1.

4. gyakorlat, 2019. marcius 1.
Euler-kor, Fuler-ut, Hamilton-kor, Hamailton-it

. Igazoljuk, hogy ha a G graf minden fokszdma péros, akkor E(G) eléall éldiszjunkt korok

unidjaként.

. Igazoljuk, hogy ha G 0Osszefiiggd és minden fokszama paros, akkor G-bol elhagyhaték G egy

korének élei uigy, hogy a kapott graf izolalt pontoktdl eltekintve Osszefiiggé maradjon.
Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott grafnak (amelynek nincs izolalt pontja) akkor és csak
akkor van irdnyitott Euler kore, ha minden pont be—foka egyenld a ki-fokaval, és graf, mint
irdanyitatlan graf, osszefiiggo.

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos,
ha pontosan egy helyen térnek el egymdstdl (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1)
szomszédosak). Van-e a G, grafnak Euler kore?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor GG cstiicsainak barmely részhalmazabdl
paros sok ¢l indul a komplementerébe.

Egy egyszerti G gréf cstcsait az 1,2, ...,100 szamok jelolik. Az i és j cstcsok kézott pontosan
akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler kort, illetve Euler utat?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G élgréfjanak, L(G)-nek is van
Euler kore!

(A G grathoz tartozé élgrdf csicsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan
akkor szomszédos, ha a nekik megfelel6 G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

. Van-e olyan egyszerti graf, melynek van Euler kore, tovabba paros szamu pontja és paratlan

szamu éle van?

. Mutassuk meg, hogy barmely Osszefiiggo graf élei bejarhaték tgy, hogy mindegyiken kétszer

megylink végig, éspedig mindkét iranyban egyszer-egyszer.

A G gréafnak e és f két olyan éle, melyeknek van ko6zos végpontjuk, tovabba G-ben létezik
Euler-kor. Kovetkezik-e ebbdl, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast
kovetik?

Melyek azok a gréfok amikben pontosan egy Euler-kor van? (Tehat egy él szomszédai az
Euler-kérén mindig ugyanazok.)

A G egyszert grafnak 3 piros, 3 fehér és 10 zold csucsa van, és két cstcs kozott pontosan
akkor fut él, ha azok kiilonb6zo szintiek. Behtizhato-e G-be néhany tovabbi él gy, hogy olyan
egyszeri grafot kapjunk, aminek van Euler-korsétaja?

Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit tordlve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.
(b) Ha G &sszefiiggd és egy korének éleit tordlve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor
G-nek is van.

(c) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljik, akkor a maradék G’ grafban
1s van.

(d) Ha G 0Osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafban van Euler-ut, akkor
G-ben is van.

Tegytik fel, hogy G olyan 100 cstcst, egyszerti graf, amelynek van Euler-korsétaja. Képezziik
a G’ grafot gy, hogy G-hez egy v izolalt pontot adunk. Van-e a G’ komplementergafnak
Euler-korsétaja?

(a) Bejarhaté-e a 4 x 4-es sakktabla egy huszarral gy, hogy minden mez6t pontosan egyszer
érintiink? (A huszar mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik mez&jérol az atellenes mezére 1ép.) Mi
a vélasz (b) valddi sakktdbla (8 x 8-as), (c) 3 x 5-6s, (d) 3 x 6-0s sakktdbla esetén?
Mutassuk meg, hogy ha egy 3-reguldris G grafban van Hamilton-kor, akkor GG élei harom
szinnel szinezhetok gy, hogy azonos szinii éleknek ne legyen kozos végpontjuk.
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-ponti G grafban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthaté G-nek
néhany diszjunkt éle gy, hogy GG minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek.
Legyen GG egy 2n csucsu egyszerii graf és tegyiik fel, hogy G minden csiucsanak legalabb n
szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk valasztani legalabb
egy végpontjat, akkor G-nek legalabb n csticsat kell kivalasztanunk.

Egy tarsasagban barmely két embernek legalabb két k6zos ismerdse van. Tudjuk tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymast, vagy ha nem, akkor a tarsasag barmely harmadik
tagjat legalabb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasag tagjai letiltethetck egy
(megfelelé méretil) kerek asztal koré gy, hogy mindenki két ismerdse kozott iiljon.

A G egyszeri grafnak 2n + 1 cstcsa van és minden csicsanak legalabb n a foka. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben van Hamilton-1it!

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos,
ha pontosan egy helyen térnek el egymdastol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1)
szomszédosak). Van-e a G, grafnak Hamilton-kore?

Egy G egyszerli graf csicsait az 1,2, ...100 szamok jelolik. Az i és j csticsok kozott pontosan
akkor vezet él, ha | — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve utat?

Igazoljuk, hogy ha a G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G barmely
v csucsara és barmely e élére is Osszefiiggo.

Hany kiilonbozé Hamilton-kore van a G,, grafnak, ha

(a) G, az n csiucsu K, teljes grafot jeloli és n > 3;

(b) G, egy olyan graf, melyhez K, egy z,y élének elhagydsa révén jutunk és n > 4;

(c) Gy a 2n csicsu K, , teljes paros grafot jeloli és n > 2.

Létezik-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-1it az alabbi grafokban?
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Legaldbb hany éle van egy olyan hat (n) pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?
Legfeljebb hany éle lehet egy hat (n) cstcst grafnak, amelyben nincs Hamilton kor?

Legyen G egy n csucsu graf. Ha taldlunk két nem szomszédos u, v csucsot, amelyekre d(u) +
d(v) > n, akkor hizzuk be az uv élet. Ismételjiik az eljarast, amig el nem akadunk.

El6fordulhat, hogy ezt az eljarast tobbféleképpen is végrehajthatjuk, mert egy lépésben tobb
lehetséges él kozil is vélaszthatunk. Bizonyitsuk be, hogy akarhogyan is hajtjuk végre az
eljaréast, az eredményként kapott graf mindig ugyanaz. (Ezt nevezziik G lezartjanak.)
Tegytik fel, hogy G egyszerti graf, és fokszamsorozata 8,8,4,4,4,3,3,2,2. Igazoljuk, hogy
G-nek nincs Hamilton-kore.

Tegyiik fel, hogy G egyszerti graf, és fokszamsorozata 8,7,6,5,5,5,4,3,2. Igazoljuk, hogy
G-nek van Hamilton-kore.

Hazi feladat

1.

Igazoljuk, hogy minden 8-reguléris grafnak van 4-regularis és 2-regularis feszito részgrafja is.
Egy 2-regularis grafnak van-e mindig olyan 1-reguléris feszito részgréafja?

(Egy gréafot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csiicsanak a fokszdma k. Egy részgréfot feszitd
részgrdafnak neveziink, ha az eredeti graf Gsszes pontjat tartalmazza.)

Tegytik fel, hogy G egy 0sszefiiggo graf, és hogy K egy olyan kore G-nek, amelynek tetszéleges
élét torolve, a kapott ut G egy leghosszabb ttja lesz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor K Hamilton-
kore G-nek.



