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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepldé allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet$ gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kidertiiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, 4&m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szdm, x'(G):
élkromatikus szdm, x(G): pont-Osszefiiggéségi szdm, A\(G): él-Gsszefiiggbségl szam.

1. A G graf cstcsai vy, v2,...,060, v; és vj (i # j) akkor és csak akkor van Osszekétve éllel, ha ij
oszthaté 6-tal. Van G-ben teljes parositas?

Bontsuk 3 osztélyra a csticsokat. Vi = {v;]i 1 vagy 5 maradékot ad 6-tal osztva}, Vo = {v;|i 6-tal oszthatd},

Vi = {v;]i 2, 3 vagy 4 maradékot ad 6-tal osztva}. 2 pont
Vilagos, hogy V; cstcsai kozott illetve Vi és Vi kozott nem fut éL 3 pont
Tehat ha lenne G-ben teljes pérositds, akkor Vi minden csticsdnak egy Vo-beli csiics lenne a parja. 3 pont
Csakhogy ez lehetetlen, mert |V;| = 40, |V3| = 20. Tehét nincs G-ben teljes parositas. 2 pont

2. a Adjunk meg olyan 100 csticsi G gréfot, amelyre x(G) = 6 és v(G) = 3.
b. A G grafra x(G) = 6. Bizonyitsuk be, hogy v(G) > 3.

A Kg (teljes hatos) majdnem j6: természetesen x(Kg) = 6, van 3 fiiggetlen él, de tobb nem fér el. Adjunk
még hozza 94 izoldlt pontot, a kapott graf kielégiti a feltételeket. 3 pont
Most tegyiik fel, hogy egy G grafra v(G) < 2. Vegyiink egy maximélis fliggetlen élhalmazt. Ez 0, 1, vagy 2
él, teh&t Osszesen 0, 2, vagy 4 végpontjuk van. Az ezeken kiviili, legaldbb 96 pont fiiggetlen (kiilonben nem lett

volna az élhalmazunk maximélis fliggetlen). 2 pont
Ekkor viszont ezeket a pontokat kiszinezhetjuk egyforma szintire, a fennmaradé 0, 2, vagy 4 pontot pedig
szinezzik csupa kiilonb6z6 szinnel. 3 pont
Ez G-nek egy jé szinezése, legfeljebb 5 szinnel, tehdt x(G) < 5, ami ellentmond a feltételnek. Ezért ha
x(G) = 6, akkor v(G) > 3. 2 pont

3. A G egyszeriu Osszefiiggd grafban minden csics foka 5, kivéve harom csticsot, amelyeknek 1.
Ennek a hérom csticsnak viszont ugyanaz a cstcs a szomszédja. Bizonyitsuk be, hogy x/'(G) = 6.

Legyenek vy, vg, vs az 1-foku csicsok, u a kézos szomszédjuk.

Mivel A(G) = 5, a Vizing tétel szerint 5 < x'(G) < 6. 2 pont

Tegyiik fel, hogy x'(G) = 5. Vegyiik a G éleinek egy 5-szinezését. Itt nyilvédn a viu, vau, vzu élek kiilonbozs
szintiek.

Legyen a vyu él szine piros és legyen a kék egy olyan szin, amely nem szerepel a viui, vaus, vsus élek szinei
kozott. 1 pont

Ekkor vy, vg, vy kivételével minden csicsra mind az 5 szini élbdl illeszkedik pontosan 1. Tehéat a kék élek
egy parositast alkotnak, amib6l csak a vy, vg, vs csicsok maradnak ki. Ebbdl kovetkezik, hogy G-nek pdratlan
sok cstucsa van. 3 pont

Most pedig tekintsiik a piros éleket, ezek is egy parositdst alkotnak, amibol csak a vs, vs csicsok maradnak
ki. Ebbol kovetkezik, hogy G-nek pdros sok csticsa van. 3 pont



Ellentmondésra jutottunk, tehdt nem lehet x'(G) = 5 vagyis x'(G) = 6. 1 pont

4. A G graf csicsai vq,v2,...,v25, v; és v; (i # j) akkor és csak akkor van Osszekotve éllel, ha
li — j| = 3 vagy 5. Hatarozzuk meg az o(G), p(G), 7(G), v(G) értékeit.

Az Gsszes él a paros és paratlan index(i csicsok kozott fut, tehdt ez egy paros graf, a két osztdly a paros (A)

illetve a pératlan (B) indexfi csicsok halmaza. 3 pont
12-nél nem lehet tobb fliggetlen él, mert 13-nak mar 16 végpontja lenne. Ennyi fiiggetlen él viszont van is:
V104, VaUs, V3Vs, U7V10, UgV11, UgU12, V13V16, V14VU17, V15V18, V1gU22, U20U23, V21V24. Tehat v(G) = 12. 4 pont
Alkalmazhatjuk Kénig és Gallai tételeit, mert paros graf, nincs hurokél és nincs izoldlt pont, ezekbdl 7(G) =
12, a(G) = 13, p(G) = 13. 3 pont

5. G1(V, Eq) egy |V| = 100 csicsu sikgraf, Ga(V, Eq) pedig egy Ka2 és 96 izolalt pont. Legyen
G = G(V, E1 U E). Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 6.

G, egy sikgraf, tehat kiszinezhetd 4 szinnel. 3 pont
Legyen a K>3 o 4 csicsa vy, va, U1, ug, Ugy, hogy v1 és va nem szomszédosak, u; és us sem szomszédosak.
Most pedig szinezziik &t a vy, ve csicsokat két tovabbi szinnel! 5 pont
Ez a 6-szinezés j6 lesz: egy FEi-beli él két vége kiilonbozd szinli az eredeti 4-szinezésben, az 1j szinekkel valé
atszinezés ezt nem ronthatja el. 1 pont
Az E5-hoz tartozo élek végei is kiilonbozé szinliek lesznek, ezt biztositja a 2 0j szin bevezetése. 1 pont

6. Létezik olyan egyszerli sikgraf, amelyre n = e = t7

Az Euler formula alapan n — e+t = 1+ k, ahol n a csucsok, e az élek, ¢t a tartoményok, k a komponensek

szama. 3 pont
Felhasznalva, hogy n = e = t, azt kapjuk, hogy n = 1 + k. Ez viszont csak tgy lehetséges, hogy G-nek
egyetlen egy éle van, tehat egy komponense 2 csticsbol all, a tobbi izolalt pont. 4 pont

Viszont akkor e = 1, tehat n = 1, csakhogy ez lehetetlen, akkor nem lehetne éle, mert egyszerii! Tehat nincs
ilyen graf. 3 pont



