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Javitékules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdél. Egy pontszam el6tt szereplo allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, 4m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért altaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogé pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fiiggetlen pontok maximdlis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szédm, x'(G):
élkromatikus szém, x(G): pont-Osszefiiggdségi szdm, A\(G): él-Osszefiiggbségi szam.

1. A G gréf cstcsai vi,v2,...,v100, v; és vj (i # j) akkor és csak akkor van sszekétve éllel, ha ij
oszthatd 4-gyel. Van G-ben teljes parositas?

Bontsuk 3 osztdlyra a cstcsokat. Vy = {v;|i paratlan}, Vo = {v;]i 4-gyel oszthatd},

V3 = {v;]i paros, de 4-gyel nem oszthatd}. 2 pont
Vilagos, hogy V; cstcsai kozott illetve Vi és Vi kozott nem fut éL 3 pont
Tehat ha lenne G-ben teljes pérositds, akkor Vi minden csticsdnak egy Vo-beli csiics lenne a parja. 3 pont
Csakhogy ez lehetetlen, mert |V;| = 50, |Va| = 25. Tehét nincs G-ben teljes parositas. 2 pont

2. a Adjunk meg olyan 100 csicsu G grafot, amelyre x(G) =4 és 7(G) = 3.
b. A G grifra x(G) = 4. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) > 3.

A K, (teljes négyes) majdnem j6: természetesen x(Ky) = 4 és barmelyik 3 csics lefogja az éleket, tehat
7(K4) = 3, viszont csak 4 pontja van. Sebaj, adjunk hozzd még 96 izoldlt pontot, a kapott graf kielégiti a

feltételeket. 3 pont
Most tegyiik fel, hogy egy G gréifra 7(G) < 2. Ekkor van egy lefogd w, v pontpar. Ez azt jelenti, hogy a
tobbi cstcs kozott nem fut éL 2 pont
Viszont akkor G kiszinezhetd 3 szinnel: u és v két kiillonbo6z6 szint kap, az Osszes tobbi csics pedig egy
harmadik szint. 3 pont
Tehét ha 7(G) < 2 akkor x(G) < 3, vagyis ha x(G) = 4, akkor 7(G) > 3. 2 pont

3. A G egyszerl graftban minden cstcs foka 5, kivéve egy csucsot, amelynek 1. Bizonyitsuk be,
hogy x/(G) = 6.

Legyen v az 1-foki cstics, u a szomszédja. Mivel A(G) = 5, a Vizing tétel szerint 5 < x/'(G) < 6. 2 pont
Tegyiik fel, hogy x/(G) = 5. Vegyiik a G éleinek egy 5-szinezését és legyen az uv él szine piros. 1 pont
Ekkor v kivételével minden csicsra mind az 5 szini élbdl illeszkedik pontosan 1. Tehdt mondjuk a kék élek
egy parositast alkotnak, amibdl csak a v csics marad ki. Ebbdl kovetkezik, hogy G-nek pdratlan sok csicsa van.
3 pont

Most pedig tekintsiik a piros éleket, ezek egy teljes parositast alkotnak, hiszen minden cstcsra illeszkedik
pontosan egy piros él. Ebbdl kovetkezik, hogy G-nek pdros sok csicsa van. 3 pont
Ellentmondésra jutottunk, tehdt nem lehet x'(G) = 5 vagyis x'(G) = 6. 1 pont

4. A G graf cstcsai vi,vg,...,v22, v; és vj (i # j) akkor és csak akkor van Osszekotve éllel, ha
|i — j| — 2 oszthaté 4-gyel. Hatdrozzuk meg az a(G), p(G), 7(G), v(G) értékeit.



Bontsuk 4 osztdlyra a cstucsokat. Vp = {v;]i 4k alakd}, Vi = {v;|i 4k 4+ 1 alaku}, Vo = {v;]i 4k + 2 alaku},

Vs = {v;]i 4k + 3 alaki}. 1 pont
A G grafban minden Vj-beli cstics 6ssze van kotve minden Vo-beli csticesal és minden Vi-beli csics Gssze van
kotve minden Vz-beli csticesal. Més €l nincs. 1 pont
Konnyen lathaté, hogy |Vo| = 5, |Vi| = 6, |Va| = 6, |V3| = 5. Tehdt G két darab K¢ teljes paros graf
diszjunkt unidja. 2 pont
K5 ¢ tartalmaz 5 fiiggetlen élt, de hatot mar nem, mert az egyik osztalyban csak 5 pont van. Tehdt v(K5¢6) =
5. Alkalmazhatjuk a Kénig és Gallai tételeket, ezek alapjan «(K56) =6, p(K56) =6, 7(Ks56) = 5. 3 pont
Mivel G két K5 ¢ diszjunkt unidja, mind a négy paramétere kétszer annyi: a(G) = 12, p(G) = 12, 7(G) = 10,
v(G) = 10. 3 pont

5. G1(V,E1) egy |V| = 100 csucsu sikgraf, Ga(V, E2) pedig egy K4 (4 cstcsu teljes graf) és 96
izolélt pont. Legyen G = G(V, E1 U E3). Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 7.

G, egy sikgraf, tehat kiszinezhetd 4 szinnel. 3 pont
Legyen a K4 4 csicsa a, b, ¢, d. Most pedig szinezziik 4t a b, ¢, d csicsokat hdrom tovabbi szinnel! 5 pont
Ez a 7-szinezés jo lesz: egy Ej-beli él két vége kiilonbo6z6 szini az eredeti 4-szinezésben, az 1j szinekkel vald
atszinezés ezt nem ronthatja el. 1 pont
Az F5-hoz tartozé élek végei is kiilonbozo szintiek lesznek, ezt biztositja a 3 1j szin bevezetése. 1 pont

6. A 100 csicsu G egyszerl sikgraf tetszoleges sikbarajoldsira e = t + 1. Hatdrozzuk meg e
lehetséges értékeit.

Az Euler formula alapan n — e+t = 1 + k, ahol n a cstcsok, e az élek, ¢t a tartomédnyok, k& a komponensek

szama. 2 pont
Felhasznalva, hogy n = 100 és e =t + 1, azt kapjuk, hogy k = 98. 2 pont
Tehat e lehetséges értékeit szeretnénk tudni a 98 komponensii, 100 csicsu grafokra. 1 pont
Ekkor vagy (a) minden komponens izoldlt pont, kivéve az egyik komponens 3 cstcst, vagy (b) minden
komponens izolalt pont, kivéve két komponens 2 csticsu. 3 pont

Az (a) esetben e = 2 vagy 3, a (b) esetben pedig e = 2. Tehdt a vélasz: e = 2 vagy 3. 2 pont



