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Javitékulcs

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepldé allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet$ gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kidertiiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, 4&m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a szamozott vy, vs,...,v100 cstcsokon, amelyben legalabb egy 55-foku cstcs
van?

A 100 cstucsu fak Priifer kédja 98 hosszi és minden cstics indexe eggyel kevesebbszer szerepel, mint a sorszama.
Tehat egy 55-foku cstcs b4-szer szerepel. Mivel 2-54 = 108 > 98, ebbdl kdvetkezik, hogy az ilyen fakban pontosan

1 55-foku csucs van. 4 pont
Most szdmoljuk 6ssze az ilyen fékat. Ki kell valasztani az 55-fokd v; csicsot (100 lehetéség), elhelyezni az
54 darab i-t a Priifer kédban ((gi)) lehetéség), 3 pont
a maradék 44 helyre pedig i kivételével barmit frhatunk (99** lehet8ség) 2 pont
Tehat 6sszesen 100 (gi) 994 ilyen fa van. 1 pont

Els6 rész masképp: Tegyiik fel, hogy u és v is 55-fokd. Ekkor Osszesen 110 szomszédjuk van, tehat Osszesen
legaldbb 108 u-tdl és v-t6] kiillonb6z6 szomszédjuk van. Viszont csak 98 u-tdl és v-t6l kiilonbozo cstics van, tehat
van legaldbb 2 (s6t, legaldbb 10) kozos szomszédjuk, ez pedig egy 4-hosszi kort jelentene, ami nem lehet egy
faban. Tehat az ilyen fadkban pontosan 1 55-foku cstcs van. 4 pont

2. A G 2n cstcs teljes graf csicsai vq, ..., vp, U1, ..., u,. Minden ¢, j-re a v;u; él silya 2 és minden
i # j-re a v;v; él silya 1, az u;u; él silya 3.
Hény kiilonb6z6 minimalis 0sszstilyu feszitofdja van G-nek?

A mohé algoritmus megtaldlja az Osszes minimalis Osszsilyu feszitéfat, nézziik meg, hogy itt hogyan fut!

1 pont

El6szor a vy, ...,v, csiucsokon keres egy tetszéleges F feszit6fat, utdna pedig minden egyes u; csicsot egy
éllel hozzakot F-hez. 4 pont
Tehit az ilyen feszitofakat kell 6sszeszdmolni. A vy, ..., v, csicsokon n” 2 kiilénbozé F feszitéfa van. 2 pont
Egy u; csicsot n-féle médon kothetlink hozzé F-hez, ezért az uq, us, . . ., u, csicsokat osszesen n'-féleképpen.

2 pont

Tehat G-nek sszesen n2"~2 minimélis Osszsilyt feszitéfaja van. 1 pont

3. Altaldnositott zart Euler élsorozatnak neveziink egy grafban egy olyan zart élsorozatot, amely
minden élen pdratlan sokszor megy végig (mindegy, melyik irdnyban).

Bizonyitsuk be, hogy egy G grafban van Euler korséta akkor és csak akkor, ha van altaldnositott
zart Euler élsorozat.

Minden Euler korséta egyben altalanositott zart Euler élsorozat is, tehat az egyik irdny nyilvanvalé: ha egy

G gréfban van Euler korséta, akkor van dltaldnositott zart Euler élsorozat is. 2 pont
Tanultuk (legaldbbis elmondtdk éran) hogy egy G grafban van Euler korséta akkor és csak akkor, ha izolalt
pontoktol eltekintve Gsszefliggd és minden fokszam paros. 2 pont

Most tegyiik fel, hogy a G gréfban van egy AZFEE altaldnositott zart Euler élsorozat. Ekkor természetesen
izolalt pontoktol eltekintve Osszefliggo. 1 pont



Most beléatjuk, hogy minden cstcs foka paros. Egy zart élsorozat ahdnyszor bemegy egy pontba, pontosan
annyiszor ki is megy, tehdt tetszoleges v csicsra igaz, hogy a v-re illeszkedd éleken AZ E'E 6sszesen paros sokszor
megy végig. 2 pont

Tegyiik fel, hogy v foka paratlan. A feltétel szerint az AZFEFE élsorozat minden élen péaratlan sokszor megy
végig, paratlan sok pédratlan szam Osszege paratlan, tehdt AZFEE a v-re illeszkedd éleken Gsszesen pédratlan
sokszor megy végig, ami ellentmondas. Ebbé&l kovetkezik, hogy nem lehet egy cstics foka pédratlan, vagyis G
izolalt pontoktdl eltekintve Osszefliggs, minden fok paros, ezért van Euler korséta. 3 pont

4. A (G,s,t,c) hélézatban néhény él kapacitdsit megdupldzzuk, a tobbi él kapacitdsat nem
valtoztatjuk. Az igy kapott (G, s,t, ') hdlézatban a maximalis folyam nagysdga 20.
Bizonyitsuk be, hogy az eredeti (G, s, t, c) halézatban a maximalis folyam nagysdga legalabb 10.

Legyen M a (G, s,t,c) hilézatban a maximalis folyam nagysdga, M’ a (G, s,t,c’) hélézatban a maximélis

folyam nagysdga. Nyilvan a (G, s, t, 2¢) hlézatban a maximadlis folyam nagysdga 2M. 3 pont
A feltételek szerint minden e élre ¢/(e) értéke c(e) vagy 2c(e), vagyis ¢ (e) < 2¢(e). 2 pont
Ezért ha egy folyam megengedett a (G, s,t, ') halézatban, akkor megengedett a (G, s,t,2¢) hdlézatban is,
vagyis M’ < 2M. 3 pont
Tehat 20 = M’ < 2M, ezért 10 < M. 2 pont

5. A G graf élosszefiiggbségi szama, A(G) = 4. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges szomszédos u v
csucsokra d(u) + d(v) > 6.
(d(v) a v cstcs fokszama)

Legyen A\(G) = 4 és legyen v egy tetszbleges csics. A v-re illeszked§ éleket elhagyva v izolalt pontta vélik.

5 pont
Tehdt minden v csicsra d(v) > AMG) = 4, ezért tetszbleges (akar szomszédos, akdr nem) w v csicsokra
d(u) +d(v) > 8 > 6. 5 pont

6. G egy paros graf A, B osztélyokkal. Az A cstcsai vy,ve,...,v,, fokszdmaik dy,do, ..., d,.
Tudjuk, hogy minden i-re d; > 2°. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz n fiiggetlen élt.

Elég a Hall feltételt ellenérizni az A halmazra, tehdt hogy minden X C A-re |[N(X)| < |X]. 2 pont
Legyen tehdt X C A, | X| = . Legyen X legnagyobb indexii csicsa v;. Ekkor i > . 4 pont
Ebbdl kévetkezik, hogy |[N(X)| > d; > 2! > 2% > x = | X|. Tehat teljesiil a Hall feltétel, ezért van A-t fedd
pérositas, ami n fliggetlen élt jelent. 4 pont



