Kombinatorika és grafelmélet I

1. ZH. 2018. mércius 27, 14.15-15.45, E 306
Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szereplo allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldishoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hény olyan fa van a szdmozott vy, ve, ..., v, csicsokon, amelyben legaldbb 3 levél (1-fokud cstcs)
van?

Szamoljuk meg inkabb nem ilyen fédkat, vagyis azokat a fikat, amelyeknek kevesebb, mint 3 levele van.

2 pont

Mivel minden fanak van legalabb 2 levele, az ilyen faknak pontosan két levele van, ezek pedig éppen a
Hamilton utak. 3 pont
A vy,v9,...,v, cstucsok minden permutécidja megfelel egy Hamilton utnak, viszont igy minden Hamilton
utat kétszer kapunk meg, mindkét irdnyitdssal egyszer. Tehdt n!/2 Hamilton 4t van a vy, vs,. .., v, csicsokon.
3 pont

Osszesen n2 fa van a vy, vs, . . ., Uy, csticsokon, tehdt az olyan fak szdma, amelyekben legaldbb 3 levél van,
n"2 —nl/2. 2 pont
2. A G 2n cstcsu teljes graf cstcsai v1,...,vp, U1, ..., u,. Minden ¢, j-re a v;u; él silya 3 és minden

i # j-re a v;v; és silya 1, az u;u; él silya 2.
Hény kiillonb6z6 minimalis Osszsilyu feszit6fdja van G-nek?

A mohé algoritmus minden minimaélis feszitéfat megad, ennek futdsat kovetve lathatd, hogy a minimélis

feszitéfak a kovetkezé modon néznek ki: egy feszitofa a vy, ..., v, csicsokon, egy masik feszitéfa az uq, ..., u,
csucsokon, és egy €él, ami Osszekoti Eket. 3 pont
A vy,..., v, csicsokon n"”~? feszitéfa van, és az uq, ..., u, csicsokon is ™2 feszitofa van. 3 pont
Az 6sszekotd élt n2-féleképpen hiizhatjuk be. 2 pont
Tehit a valasz n”2n"2n2 = n?n2, 2 pont

3. A GG 10 cstucsu graf egy teljes 4 csicsu és egy teljes 6 csicsu graf diszjunkt unidja. Legkevesebb
hény élet kell hozzavenniink G-hez, hogy a kapott graf egyszerii maradjon és legyen Euler kore?

Legyenek vy, ..., vg a 6 csést teljes graf csésai és uq, us, us, ug a 4 csésu teljes graf csésai. Ahhoz, hogy legyen
Euler kor, a kapott grafnak osszefliggének kell lenni és minden foknak parosnak. 2 pont
V1,...,Vs fokszdma 5, wi,us,us,us fokszdma 3. Tehat minden csicsra kell, hogy illeszkedjen egy 1j éL

2 pont

Viszont a kapott grafnak egyszertinek kell lenni, ezért az Gj élek a vy, ..., vg csucsok koziil legfeljebb egyre
illeszkedhetnek. Tehat legalabb 6 1j él kell. 3 pont
Ennyi elég is: Adjuk hozza az eredeti grafhoz a viuy, vous, v3us, v4uy, vsuy és vguy éleket. A kapott grafban
minden fokszdm péros és Osszefiiggd, tehat van Euler kore. Tehat a valasz 6. 3 pont

4. A (G, s,t,c) hélézat egyik, s-t6l és t-tél kiillonbozé csicsa v, amely nem szomszédos se s-sel se
t-vel.



Adjuk hozzd G-hez az st élt 1 kapacitassal, igy a kapott G’ hélézatban a maximadlis st folyam
nagysaga 10.

Most adjuk hozzd G-hez a vt élt 1 kapacitassal (de si-t nem!), igy a kapott G hélézatban a
maximalis st folyam nagysiga megint 10.

Hatarozzuk meg az eredeti (G, s, t, ¢) hdlézatban a maximélis st folyam nagysagat!

Legyen egy (S,T) vdgds (s € S, t € T) 1-es tipusd, ha v € T és 2-es tipusd, ha v € S. Legyen C; G-ben a

minim3élis 1-es tipusu vagas kapacitédsa, Cy pedig G-ben a minimalis 2-es tipusu vigas kapacitésa. 3 pont
Ekkor G-ben a maxim4lis folyam nagysiga min(C, Cs), G'-ben min(C; 4+ 1,C3), G”-ben min(Cy, Cs 4 1).
2 pont

Tehét a feltétel szerint min(Cy + 1, Cy) = 10, ezért Cy > 10, és min(Cq, Cy + 1) = 10, ezért C; > 10. 2 pont
Viszont ekkor C; +1 > 11, de min(Cy + 1, C3) = 10, ezért Co = 10. Hasondan, Cz +1 > 11, de min(Cy, Co +
1) = 10, ezért C; = 10. 2 pont
Ekkor pedig G-ben a maximdlis folyam nagysédga, min(Cy, Cy) = 10. 1 pont

5. A G grafnak 2018 csucsa és 4000 éle van. Bizonyitsuk be, hogy G pontosszefliggdségi szdma,
k(G) < 3.

Legyenek a fokszamok dy, ..., dsg1s, az élek szama e. Tegyiik fel, hogy minden fokszdm legalabb 4. 2 pont
Ekkor 2¢ = 8000 = S-7°1%d; > 32201% 4 = 4 2018 = 8072, ami ellentmondés! 4 pont
Tehat van olyan fokszam, amely legfeljebb 3. Mondjuk d; < 3. Ekkor viszont a v; csics legfeljebb harom

szomédjat elhagyva vy izoldlt ponttd valik, tehit x(G) < 3. 4 pont
6. A G graf cstcsai uq,...,u12 és vy, ...,v12. Az u; és v; cstcsok Ossze vannak kotve akkor és csak
akkor, ha i - j < 12. Més él nincs. Hatdrozzuk meg v(G) és 7(G) értékét.

(v(G): fiiggetlen élek maximalis szdma, 7(G): lefogd pontok minimadlis szdma.)

A G gréf péros graf, az osztdlyok az uq,...,u12 és a v1,...,v12. Tehdt a Kénig tétel alapjan v(G) = 7(G).

2 pont

Az w119, Ugvg, U3V, ULV3, UgU2, U1V Elek fliggetlenek, tehdt v(G) > 6. 3 pont
Tegyiik fel, hogy u; és v; Ossze van kotve éllel. Ekkor ij < 12, igy vagy ¢ < 3, vagy j < 3. Ezért az vy, uo,

us3, v1, v2, v3, pontok egy lefogd ponthalmazt alkotnak. Ezért 7(G) < 6. 3 pont

Osszefoglalva, 6 < v(G) = 7(G) < 6, tehdt v(G) = 7(G) = 6. 2 pont



