Kombinatorika és grafelmélet 1.
7. gyakorlat, 2018. marcius 29.
Hall, Frobenius, (gorég betik, Kénig, Gallai)

Tudnivalék

a(@G): fiiggetlen pontok maximalis szdma; 7(G): lefogé pontok minimalis szdma;

v(Q): fiiggetlen élek maximalis szdma; p(G): lefogd élek minimdlis szdma.

Koénig tétel: (a) Ha G pdros graf, akkor v(G) = 7(G). (b) Ha G pédros és nincs izolalt pontja, akkor
o(G) = p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G—ben nincs hurokél (de nem feltétlentil paros graf) akkor 7(G) + a(G) = n ahol n G
cstcsainak a széma. (b) Ha G-ben nincs izolalt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G) + p(G) = n ahol
n G cstcsainak a szdma.

Ha X a G = (V, E) graf csicsainak részhalmaza akkor N(X):={v €V :3x € X : vz € E} az X halmazbeli
pontok szomszédsaganak unidja.

Frobenius tétel: Legyenek A és B a (G péaros graf szinosztdlyai. Pontosan akkor létezik G-nek teljes
pérositdsa, ha |A| = |B| és az A szinosztaly pontjainak tetszéleges X részhalmazara | X| < |N(X)|.

Hall Tétel: Pontosan akkor 1étezik G-nek A-t fedé péarositdsa, ha az A szinosztdly pontjainak tetszéleges X
részhalmazdra | X| < |N(X)|.

Tutte tétel: A G véges grafban pontosan akkor létezik teljes péarositds, tetszéleges X csiicshalmazra G — X-
nek legfeljebb | X| paratlan komponense van: ¢,(G — X) < |X| VX CV esetén.
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Feladatok:

1. Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf osszefliiggl és az A osztalyaban a fokszamok kiilonb6z6k, akkor
G-nek van A-t fedd parositasa.

2. Egy kirdnduldson n hazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiillénboz6 csokoladét ugy, hogy
mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevd legalabb n fajtat szeret a 2n-féle csokoladé koziil,
és az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti minden hazasparnak legalabb az egyik tagja. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor kioszthatdk gy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

3. A Giranyitott graf minden csiicsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivéilaszthaték pontdiszjunkt
irdnyitott korei, melyek G minden csiuicsan athaladnak?

4. Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositdsa.

5. Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban a kiillonbozo teljes parositasok szama mindig 2-nek
valamilyen pozitiv egész kitevos hatvanya.

6. a. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grifra 2v(G) > 7(G) > v(G) teljesiil. b. Bizonyitsuk be, hogy
tetszbleges 2v > 7 > v szdmokhoz van olyan G grif, amelyre v(G) = v és 7(G) = 7.

7. Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fid van jelen. E tarsasdgban minden lany ismeretségben van legaldbb 13

fitval és minden fiii legalabb 13 linnyal. Bizonyitsuk be, hogy péaros tancra perdiilhetnek egyszerre mind
az 50-en ugy, hogy az egymassal tancolék ismerik egymast!

8. Konstrualjunk olyan gréafot, amelynek pontosan k db kiillonboz6 teljes parositasa van.
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Mutassuk meg, hogy ha G olyan (n — 1)-0sszefliggd, 2n csicsu graf, amire 7(G) > n, akkor G-nek van teljes
parositasa.

Igaz-e, hogy tetszlleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes pdrositdsaban szerepelnek,
paros grafot alkotnak?

Valaki véletlenszeriien szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl 4116 csomagba. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor mindegyik csomagbdl kivalaszthat6 egy lap ugy, hogy a kivélasztott lapok kozott mindegyik
fajta figurdbdl éppen egy legyen (vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy darab A). (A francia
kartydban 13 fajta figura van: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, @, K, A. Minden figurabd6l 4 darab van egy
pakliban.)

Adott egy nxn -es matrix, amelynek minden sordban, és oszlopdban pontosan k darab egyes van. Bizonyitsd
be, hogy ekkor kivalaszthat6é n darab egyes gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy darab egyest
valasztottunk ki!

Hatérozzuk meg az aldbbi grafokban a 7(G),v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Legyen V(G) = {v1,v2,...,v2004}. A v; és vj (i # j) csticsok koz6tt akkor menjen €, ha i + j hdrommal
osztva 1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg az aldbbi grafokra o(G), v(G), p(G) és 7(G) értékeit.

Legyen V(H) = {v1,v2,...v74}. A v; és v (i # j) csticsok kozott akkor menjen él, ha ¢ + j és 74 relativ
primek. Hatdrozzuk meg az o(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Legyen G egy 2n ponti graf, mely egy 2n — 1 pontd L utbdl és egy ¢ pontbdl 4ll, ami L minden pontjival
Gssze van kotve. Mennyi 7(G)?

Keressiink a megadottnal nagyobb méretii parositast az aldbbi grafban!
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Jelolje A(G) a G graf maximélis fokszamdt, 7(G) pedig a lefogd pontok minimélis szdmét. Bizonyitsuk be,
hogy A(G) - 7(G) = |E(G)|.

Jelolje w(G) a G graf egyik maximadlis klikkjének méretét, azaz G komplementerének fiiggetlenségi szdmat.
Mutassuk meg, hogy a(G) + w(G) < |[V(G)| + 1.

Hazi feladat

1.

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek 1000 cstcsa van és minden csucs fokszama legalabb 6. Igazoljuk,
hogy v(G) > 6. (¥(G) a fiiggetlen élek maximalis szamé&t jeldli.)

Legyen a 100 csucsu, egyszerii G grafnak X egy 52 pontbdl all6 fiiggetlen ponthalmaza és legyenek x, y és
z kilonb6z6 X-beli cstcsok. Tartalmazhat-e a G + xy + yz + zx graf teljes parositast?



