Kombinatorika és grafelmélet 1.
6. gyakorlat, 2018. marcius 22.
Magasabb osszefiiggoség, Menger, Hall, Frobenius, Konig

. Mutassunk példat olyan véges, egyszerli G grafra, amire A\(G) # «(G). Lehet-e a két Osszefliggdség koziil a

nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilr6l becsiilni?

2. TetszOleges 1 < k < A pozitiv egészekre konstrudljunk G gréfot, amire A(G) = X és k(G) = k.

3. Hatdrozzuk meg a K, teljes graf \(K,) ill. k(K,) élosszefiiggbségi ill. pontosszefiiggéségi szdmat. Ugyanez

a kérdés a K, ,, teljes paros grafra.

. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszi korbdl ugy keletkezik, hogy a koron atellenes csticsokat egy-egy éllel

osszekotjik. Igazoljuk, hogy «(G) = 3.

. A 10-csucsu teljes grafnak legfeljebb hény élét lehet elhagyni ugy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd

legyen?

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely n csicsi k-Osszefliggd grafnak legaldbb kn/2 éle van!

7. Igazoljuk, hogy tetsz6leges r-regularis (r > 1) egyszer(i &sszefiiggd paros graf 2-sszefliggd!
8. Mutassuk meg, hogy tetszbleges G véges graf esetén 6(G) > A(G) > k(G) teljesiil. (6(G) G-ben a legkisebb
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fokszam.)

. Mutassuk meg, hogy ha a G egyszert graf pontosan akkor 2-sszefiiggd, ha barmely két csticsara talalhaté

olyan kér G-ben, amely ezen csiicsokat tartalmazza. Igazoljuk, hogy ha egy izoldlt pontot nem tartalmazo,
egyszeri G graf pontosan akkor 2-0sszefiiggd, ha G barmely két élén keresztiil vezet G-nek kore.

Tegyiik fel, hogy a G graf k-Osszefiiggd. Vegytlink fel egy Uj x pontot, és kossiik Ossze G k kiilonbozé
pontjdval. Mutassuk meg, hogy az igy kapott G’ graf is k-osszefiiggd!

Igazoljuk Dirac tételét: ha x(G) > k > 2, akkor G barmely k pontjdhoz taldlhaté G-nek olyan kore, amely
mind a k pontot tartalmazza.

Mutassuk meg, hogy a 2-Osszefiggd ill. 2-élosszefliggé grafoknak van fiilfelbontasa. Azaz, a 2-6f grafok
pontosan azok, amelyek felépithetck egyetlen cstcsbdl fiillek egymas utani hozzaadasaval. Itt minden fil a
mar felépitett félkész graf két kiilonbozo cstcsa kozti olyan t, amelynek belsé csiicsai nem szerepelnek az
eddig felépitett grafban. A 2-él6f grafok fiilfelbontasdra hasonld igaz, megengedve, hogy egy fiilnek a két
vége ugyanaz a cstcs legyen. (Irdnyitott grafokra hogyan terjeszthetdk ki ezek az allitdsok?)

Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G és Go grafok élhalmaza diszjunkt, akkor A\(Gy +
G2) > MG1) + MG2). Igaz-e, hogy ekkor k(G + G2) > k(G1) + k(G2) is teljestil? (Gy + G2 azt a grafot
jelenti, aminek csucshalmaza a két graf kozos cstcshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz unidja adja.)

Legyenek A, B,C péaronként diszjunkt, r-elem@i halmazok, és V(G) = AU BUC a G graf csticshalmaza,
valamint legyen uv € F(G), ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valék. Mekkora x(G)?

Tegylik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 0sszekotoé pontidegen utak maximalis szama 5. Lehet-e
az x és y pontokat 0sszekoto utakat lefogo élek minimélis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, ill. 77

Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggésége?

Igazoljuk, hogy ha a G graf 2017-pontu és 32-0sszefiiggd, akkor G barmely két csicsa kozott vezet legfeljebb
63 éli 1t.

Hatarozzuk meg a maximalis parositas méretét az aldbbi grafokban.
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Adott n fid és n lany ugy, hogy minden fitinak legfeljebb 1 rokona van a ldnyok kozott, és barmely lanyhoz
van olyan fid, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fiik és a lanyok parokba rendezheték tgy, hogy
rokonok nem alkotnak péart.
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Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf osszefiigg6 és az A osztdlydban a fokszédmok kiilonbozék, akkor
G-nek van A-t fed6 parositasa.

Egy kirdndulason n hézaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonb6z6 csokoladét gy, hogy
mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n fajtat szeret a 2n-féle csokolddé koziil,
és az is teljesiil, hogy minden csokolddét szereti minden hazasparnak legaldbb az egyik tagja. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor kioszthatok gy a csokoldadék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

A G irdnyitott graf minden csicsdbdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthatdk pontdiszjunkt

irdnyitott korei, melyek G minden csicsan athaladnak?
Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguldris, paros grafban a kiilonb6z6 teljes péarositdsok szama mindig 2-nek
valamilyen pozitiv egész kitevés hatvanya.

a. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grifra 2v(G) > 7(G) > v(G) teljesil. b. Bizonyitsuk be, hogy
tetsz6leges 2v > 7 > v szdmokhoz van olyan G graf, amelyre v(G) = v és 7(G) = 7.

Egy tdncmulatsdgon 25 lany és 25 fi van jelen. E tarsasigban minden ldny ismeretségben van legalabb 13

fiival és minden fiu legaldbb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tdncra perdiilhetnek egyszerre mind
az 50-en ugy, hogy az egymassal tancolok ismerik egymast!

Hazi feladat

1.
2.

Igazoljuk, hogy ha egy n pontu egyszeri G grafban minden fokszdm legaldbb (n + k — 2)/2, akkor G k-6f!
Legfeljebb hény éle lehet egy G(A, B, E) péros grafnak, ha |A| = |B| = 100 és v(G) = 10?7



