Kombinatorika és grafelmélet 1.
10. gyakorlat, 2018. aprilis 26.
Sikgrafok

. Egy egyszerii, n > 3 csicsu sikbarajzolt graf minden tartomanya haromszog. Bizonyitsuk be, hogy pontosan

3n — 6 éle van.

Hény csticsa van annak a sikbarajzolhaté grafnak, amit 3 haromszog-, 3 négyszog- és egy 6tszoglap hatarol?

3. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a cstcsok, e(G) az élek, t(G) a tartomanyok szama. Hatarozzuk

meg az n(G) + e(G) — 2t(G) mennyiség maximumdt, ha G barmilyen 100 csicsi Osszefiiggd egyszerii
sikbarajzolt graf lehet.

. Biz. be: Ha G n pontt, egyszeri, sikbarajzolhat6 graf, akkor

a) egytttal téruszra is rajzolhato;

b) ha G-nek 3n — 6-nél kevesebb éle van, akkor behtzhaté G-be 14j él dgy, hogy tovdbbra is egyszer,
sikbarajzolhaté grafot kapjunk;

¢) G barmely sikbarajzoldsakor ugyanannyi tartomény keletkezik;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoku csicsa vagy G tetszéleges sikbarajzoldsdnak van hdromszoglapja.

5. Adjunk meg olyan 8 csiicst, egyszerii, sikbarajzolhat6 gréfot, aminek a komplementere is sikbarajzolhatd!

6. Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem sikgraf.
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Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszég és minden pontban pontosan harom lap talalkozik.
Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szamanak kiilonbsége?

Egy mez6n k héz és k kit 4ll. Minden haztdl pontosan 4 (kiilonbéz6) kithoz vezet it (méghozza kézvetleniil,
vagyis mds hdzak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan tt, amelyek
keresztezik egymaést!

Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-Osszefiiggévé tehetd tovabbi élek behuzdsdval a sikba-
rajzoltsag megtartidsa mellett. Igazoljuk, hogy ha G sikbarajzolt és minden lapja haromszog, akkor G
3-0sszefiiggd.

Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszerii sikgréfban a legrovidebb kor hossza g, akkor |E(G)| < ﬁ(n —2).

Egy 20-csticst poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldali sokszog. Mennyi a k értéke?
Sikbarajzolhaték-e a Kg, K40, K43, K5 — e, K33 — e, C7 grafok? Hat az alabbiak?
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Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerli sikbarajzolhat6 grafban

a) a minimélis fokszam legfeljebb 5;

b) ha a minimalis fokszdm 5, akkor legaldbb 12 6todfokd pont van.

Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5 hosszi. Mutassuk meg, hogy a graf
stkgraf!

Jelolje er(G) a G graf sikra vald lerajzoldsakor 1étrejove élkeresztezések lehetséges minimélis szdmdt. Mennyi
cr(Ky,4) értéke? Mennyi cr(Ke)?

Bizonyitsuk be hogy cr(Ks5) > 11.

Mutassuk meg, hogy a K7 és a K, 4 grafok mindegyike téruszra rajzolhatd. Bizonyitsuk be, hogy ha G
sikbarajzolt graf, akkor G-be tetszéleges élt behuzva téruszra rajzolhatd grafot kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguliris egyszerii paros graf nem lehet sikbarajzolhatd!

(Hanani-Tutte tétel) (*) Egy grafot sikeriilt igy lerajzolnunk, hogy barmely két éle paros sokszor metszi
egymadst. Bizonyitsuk be, hogy sikgraf!



20. a (*). Mézga Aladar (A), Doktor Bubd (B) és Csérmester (C) egy sorhazban laknak, egymas mellett, a
gardzsaik egy mdsik épiiletben vannak, ugyancsak egymads mellett. (1. dbra)
Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért gy szeretnének utakat épiteni mindhdrom lakastél a megfeleld
gardzsig, hogy az utak ne keresztezzék egymédst. (Mar 6regek és nem tudnak repiilni.) Lehetséges ez?
b. Raadasul a nyaraldik is egy kozos kertben vannak, de mindenkinek sajat kapuja van, a 2. abra szerint.
Nem tul szerencsés elrendezés. Itt meg tudjak épiteni az utakat a harom haztél a megfelel6 kapukig ugy,
hogy ne keresztezzék egymast?
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1. dbra. Mézga Aladar, Doktor Bubd és Cs6rmester lakdsa és garazsa.
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2. abra. Mézga Aladér, Doktor Bubé és Csérmester nyaraléja.

21. Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatarolja, akkor G péaros graf.

Hazi feladat.
1. Legyen G hérom sikgraf unidja. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 18.

2. Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomdnyok szédma. Hatdrozzuk
meg az n(G) 4+ 2¢(G) —t(G) mennyiség maximumét, ha G barmilyen 2016 csicsi egyszer(i Gsszefiiggd sikbarajzolt
graf lehet.



