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Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet$ gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatébeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogé pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szdm.

1. A G grafnak 2017 csticsa és 3000 éle van. Bizonyitsuk be, hogy G nem 3-él6sszefiiggé.

Legyenek a csutcsok vy, ..., vag17, fokszdmaik dy, ..., dso17. Tudjuk, hogy di + - - - 4+ dag17 = 2e(G) = 6000.

3 pont

Ha minden fokszdm legaldbb 3 lenne, vagyis minden i-re d; > 3, akkor dy + - -+ + dgp17 > 3 - 2017 = 6051,
ami az eléz6ek szerint lehetetlen. 4 pont
Tehat van olyan i, amelyre d; < 2. Ekkor viszont a v;-bdl induld, legfeljebb 2 élt elhagyva v; izolalt pontta
valik. Ebbdl kovetkezik, hogy G nem 3-él6sszefiiggo. 3 pont
2. A G graf cstcsai v, v2,...,05 és Uy, uz,...,us. A v; és v; csics pontosan akkor van Gsszekotve

éllel, ha |i — j| = 1 vagy 4, az u; és u; is pontosan akkor van dsszekétve éllel, ha |i — j| = 1 vagy 4, a
v; és u; csticsok pedig minden (7,j) parra Ossze vannak kotve, kivéve, ha i = j = 1. (Tehdt G két 5
hosszi korbél &ll, amelyek kozott egy kivételével az Gsszes €l be van huzva.) Hatdrozzuk meg x(G)-t.

A vy, vg, ..., 05 illetve az uq, usg, . . ., us csicsok dltal feszitett 6t hossz korok (V illetve U) kromatikus szdma
3. 3 pont

(Tehat G-t konnyedén ki tudjuk szinezni 6 szinnel: 3 szinnel a vy, vo, ..., v5 csticsokat és masik 3 szinnel az
U1, Usg, ..., us csucsokat. Vegyiik észre, hogy V illetve U 3-szinezésében az egyik szin egyszer, a méasik két szin
kétszer-kétszer szerepel. Ennek alapjan kicsit spérolhatunk, mivel vy és u; nincs Osszekotve, lehetnek egyforma
szinfiek.)

Tehat szinezzilk a vy, vs,...,05 €S uy,us,...,us csucsokat a kovetkezé modon: vy és uy l-es szinli, vy és
vy 2-es szinl, vz és vs 3-as szind, ug és uy 4-es szind, uz és us 5-0s szinli. Ez egy jo 5-szinezése G-nek, tehat
Xx(G) < 5. 4 pont

Ugyanakkor U és V kromatikus szdma 3, és minden él be van hizva U és V csucsai kozé, kiveve egyet (ujv1)
ezért legfeljebb egy szint haszndlhatunk U és V' szinezésében is. Tehdt x(G) > 5, ebbdl pedig kovetkezik, hogy
x(G) = 5. 3 pont

3. G egy 100 csicsu graf amelynek nincs izolalt pontja, p(G) = 99. Bizonyitsuk be, hogy G nem
tartalmaz 3-nél hosszabb kort.

1. megoldds. A Gallai tétel szerint p(G) + v(G) = 100, tehdt itt v(G) = 1, vagyis nincs két fliggetlen él.

5 pont
Ha viszont lenne G-ben 3-ndl hosszabb kor, akkor lenne két fiiggetlen él. 4 pont
Tehat G-ben nem lehet 3-nal hosszabb kor. 1 pont

2. megoldas. A minimalis lefogé élhalmaz nem tartalmazhat hidromszoget és harom hosszi utat, mert akkor
elvehetnénk belGle egy élet. Tehdt a lefogd élhalmaz diszjunkt csillagok uniéja. Ha k csillagbdl all, akkor 100 — k&
éle van, vagyis a mi esetiinkben k& = 1, tehat a minimélis lefogé élhalmaz egy 99 éli csillag. 5 pont



Ekkor viszont més éle nem is lehet G-nek, kiilonben lenne 98 él{i lefogd élhalmaz is. (A csillagon kiviili élet
bevéve és a végpontjaiba mutaté csillag-éleket elvéve egy 98 élii lefogd élhalmazt kapnénk.) 4 pont
Tehat az egész G graf egy csillag, semmilyen kor nincs benne. 1 pont

4. G egy egyszerli péaros graf A és B osztélyokkal, |A| = n, |[B| = 2n — 1, n > 1. A cstcsai
V1,. .., Uy, v; fokszdma d;. Tudjuk, hogy minden i, j-re d; +d; > 2n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz
n fuggetlen élet.

Belatjuk, hogy teljesiil a Hall feltétel. Legyen X C A, N(X) C B X szomszédainak a halmaza. 1 pont
Legyen elészor | X | = 1, mondjuk X = {v;}. Legyen j # 4. Tudjuk, hogy d; +d; > 2n, de mivel |B| = 2n—1,

d; <2n—1. Tehdt d; > 1, vagyis |[N(X)| =d; > 1 =|X|. 4 pont
Most tegyiik fel, hogy |X| > 1. Ekkor van j # 4, v;,v; € X. Viszont d; + d; > 2n, tehdt vagy d; > n, vagy

d; > n. Tegyiik fel hogy d; > n. Ugyanakkor |X| < |A| = n. Tehat |N(X)| > d; > n > |X]|. 4 pont
Tehat teljesiil a Hall feltétel, ezért a Hall tétel alapjan van A-t lefed6 pérositds, ami n fiiggetlen élet jelent.

1 pont

5. A 100 csucsu G sikgrafban a v cstics az Osszes tObbi cstccesal szomszédos. Bizonyitsuk be, hogy
a(G) > 33.

A Négyszintétel szerint G kiszinezhetd 4 szinnel. 3 pont
Ebben a szinezésben v szinét semelyik mas csiics nem kaphatja. Tehat a maradék 99 csics 3 szinnel van
kicsinezve. 3 pont
Vagyis valamelyik szinosztaly legaldbb 33 csticsbél all. 3 pont
Ezek a csticsok pedig egy fiiggetlen ponthalmazt alkotnak, tehdt «(G) > 33. 1 pont

6. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomanyok
szdma. Hatdrozzuk meg ¢(G) maximumat és minimumét, ha G barmilyen 8 élii 6sszefliggé sikbarajzolt
egyszerl graf lehet.

Az Euler formula alapjén (felhasznalva, hogy G Gsszefiiggd) n(G) — e(G) +t(G) =1+ k = 2. 2 pont
Mivel e(G) = 8, t(G) = 10 — n(G). Tehat t(G) maximalis, ha n(G) minimalis, és ¢(G) minimélis, ha n(Q)
maximalis. 2 pont
Tudjuk, hogy egy Osszefiigegd, n csicsu sikgrafnak legalabb n — 1 és legfeljebb 3n — 6 éle lehet. 2 pont
Most az élek szdma, e(G) = 8, ennek alapjén n(G) maximdlis, ha n(G) — 1 = 8 vagyis n(G) = 9. Ekkor
t(G) =10 — n(G) = 1, ez t(G) minimuma. Ez megvaldsithat6, ha G egy fa. 2 pont

Végiil 3n(G) — 6 > 8 tehat n(G) > 14/3 de mivel n(G) egész, n(G) minimdlis értéke 5. Ekkor ¢(G) =
10 — n(G) = 5, ez t(G) maximuma. Ez is megvaldsithat6, ha G egy 5 ponti hdromszogelés minusz egy él. (Pl
egy négyzet alapu gila.) 2 pont



