Kombinatorika és grafelmélet I

1. POTZH., 2017. méjus 11, 12.15-13.45, T 604

Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szereplo allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldishoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses &llitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Az F 9 csicsu fdban 6 levél (1 foku csics) van és 2 darab 3 foku cstcs.
a. Mennyi a kilencedik cstics fokszama?
b. Hény olyan fa van a vy, ...,vg csucsokon, amelynek ugyanez a fokszamsorozata?

Egy n csicsi fanak n — 1 éle van, tehdt a 9 csicsinak 8. Ebbol kovetkezik, hogy a csicsok fokszamainak az
Osszege 16. Az adott fokszdmok Osszege 6 + 6 = 12, tehdt a kilencedik cstcs fokszama 4. 3 pont
A Priifer kédban, amely itt 7 hosszi, minden csics sorszama eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fokszama.
Ezért az ilyen fak Priifer kédjai az olyan 7 hosszi sorozatok, amelyeknek minden tagja 1 és 9 kozti egész szam,
két szam kétszer szerepel, egy pedig haromszor. 3 pont
Egy ilyen kodhoz ki kell valasztanunk a haromszor szereplé szamot és annak harom helyét a kédban, ez eddig
(g) -9 lehetGség, utana a maradék 4 hely koziil kettot és az ott szerepld szdmot, majd még egy szamot a maradék
két helyre. Ez eddig (;) -9 (‘21) - 8 - 7 lehetoség, de igy minden kédot kétszer szamoltunk, mert a két kétszer
szereplé szamot kétféle sorrendben vélaszthattuk ki. Tehat a vélasz (3) -9 - (3) (8-7)/2= (Z) -9-(3)(5). 4 pont

Ha valaki a végén nem oszt 2-vel, az 1 pont levonas.

2. A G 10 csucsu graf csucsai vi,vg, ..., 05, Ui, U2, ..., us. Minden i, j-re v; Ossze van kotve uj-vel,
mas él nincs. (Vagyis G egy Ks 5 teljes paros graf.) Bizonyitsuk be, hogy akarhogyan vesziink hozza
G-hez éleket, tigy, hogy a kapott G’ graf egyszer(i, G’ nem tartalmazhat Euler kort.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt hozzdadni G-hez éleket, igy, hogy a kapott G’ graf egyszerti és G’ tartalmaz Euler
kort. Nyilvdn G’-ben minden cstcs foka péros. 2 pont
Legyen V = {vy,vq,...,05}, U = {ug,uz,...,us}t. Mivel a kapott grafnak, G’-nek egyszeriinek kell lenni,
viszont U és V kozott minden él be van hizva, a hozzdadott élek mindkét vége U-beli, vagy mindkét vége V-beli.

2 pont
Legyen H az a graf, amelynek a csiicshalmaza V', élei a hozzaadott élek, amelyek mindkét vége V-beli. Mivel
G-ben minden v; foka 5, G’-ben meg minden fokszdm pédros, H-ban minden pont foka pératlan. 3 pont

Csakhogy H-nak 5 cstcsa van, ezért ebben az esetben a fokszamok Osszege is paratlan lenne! Ez nem lehet,
mert a fokszamok Osszege az élek szdmanak a dupldja, ami mindig paros. Tehat ellentmondésra jutottunk, ezzel
a feladat allitasat belattuk. 3 pont

3. A G teljes graf csicsai vy, vs, ..., v20. A v1-bdl indulé élek sulya x, a tobbi él stlya 10. Hatarozzuk
meg G minimalis 0sszsilyu feszitéfajanak a silyat = fliggvényében (x > 0).

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus egy minimalis feszitofat talal. Nézziik meg hogy fut le kiillonb6z6 x értékekre.
Legyen M (z) a minimdlis 6sszsilyt feszitéfa silya. G-nek 20 csicsa van, tehét a keresett feszit6fdnak 19 éle
lesz. 2 pont

Legyen 0 < z < 10. Ekkor az algoritmus az x stlyu éleket vélasztja (x = 10 esetén vdlasztHATja) amig
lehetéges, vagyis amig el nem jutunk egy feszit6fahoz, ami egy v; kozépponti csillag lesz. Tehat 0 < x < 10
esetén M(z) = 19z. 4 pont



Most legyen 10 < x. Ekkor az algoritmus el0szor a 10 sulyd, vagyis a vi-re nem illeszked6 éleket vélasztja

(x = 10 esetén vdlasztHATja) amig lehetséges, vagyis amig el nem jutunk egy feszitéfdhoz a v, vs, ..., va0
csticsokon. Ez 18 él. Ezutdn egy x silyu élt vélaszt, és ezzel kész is vagyunk. Tehdt 10 < z esetén M () = 180+z.
4 pont

A helyes esetszétvilasztasért (ha az esetek kidolgozdsa hidnyzik) 2 pont jér.

4. A G n csicsi (n > 3) graf a kovetkezd izgalmas tulajdonsdggal rendelkezik: a G grafban,
vagyis GG komplementerében, barmely két szomszédos csics fokszamanak az Gsszege legfeljebb n — 2.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz Hamilton utat!

G tetszéleges v csticséara legyen d(v) v fokszdma G-ben és legyen d(v) v fokszdma G-ben. Minden v csticsra

d(v) +d(v) =n—1. - B B 3 pont
Legyen u és v két csics, amelyek szomszédosak G-ben. Ekkor a feltétel szerint d(u) + d(v) < n — 2, vagyis
(n—1—d(u))+ (n—1—d(v)) <n—2, ebbdl dtrendezéssel azt kapjuk, hogy n < d(u) + d(v). 4 pont

Vagyis a feltételbdl kovetkezik, hogy G-ben barmely két nem szomszédos csics fokszaménak az Osszege
legalabb n. Ez éppen a jol ismert Ore feltétell Tehdt az Ore tétel alapjan G tartalmaz Hamilton kort, igy
Hamilton utat is. 3 pont

5. A (G, s,t,c) hdlézatban a maximalis folyam nagysdga 100. Adjunk hozzd minden él kapacitasahoz
1-et, igy kapjuk a (G, s,t,c + 1) halézatot, amelyben a maximadlis folyam nagysdga 110. Bizonyitsuk
be, hogy az eredeti (G, s, t,c) halézatban van olyan él, amelynek a kapacitdsa legalabb 10.

Mivel a (G, s,t,c + 1) halézatban a maximélis folyam nagysdga 110, ezért (a Ford-Fulkerson tétel alapjin)
van benne egy 110 kapacitasu (S,7T) vagas. 2 pont
Tegyiik fel, hogy az (S,T') vigdsban k darab S-bél T-be mutaté él van. Ezek kapacitdsainak az Gsszege
természetesen 110. Ekkor a (G, s,t,¢) hélézatban ezen élek kapacitdsainak az Gsszege 110 — k, vagyis ennyi a
(G, s,t,¢) hdlézatban az (S, T) vigas kapacitdsa. 3 pont
De a feltétel és a Ford-Fulkerson tétel szerint 110 — k& > 100, hiszen (G, s,t,c)-ben a maximédlis folyam
nagysaga 100. Ebbol kovetkezik, hogy k < 10. 2 pont
De a k darab S-bél T-be mutaté él kapacitdsdnak osszege a (G, s,t, ¢+ 1) hélézatban 110, tehdt valamelyik
él kapacitdsa legaldbb 11. Ennek az élnek eredeti (G, s,t, ¢) hdlézatban a kapacitdsa legaldbb 10. 3 pont

6. Hatdrozzuk meg az 5 csicsu egyszeri G grafok élszamanak a maximumat, amelyekre k(G) = 1.
(k(G) G pontosszefliggbségi szdma.)

Mivel (k(G) = 1, G osszefiiggd, de van elvdgd pontja. Legyen ez v. 2 pont
Ha v-t elhagyjuk, akkor tehdt G tobb komponensre esik szét. Feltehetjiik, hogy kettore, mert kiilonben
tovabbi éleket huzhatnank be G-be ugy, hogy k 1 marad. 2 pont
Két esetet kiilonboztetiink meg: (a) a két komponens mérete 1 és 3, illetve (b) mindkét komponens mérete
2. 2 pont
Mindkét esetben tgy kapjuk a maximalis élszamot, ha a komponenseken beliil minden élt behtzunk, és v-vel
minden csiicsot 6sszekotiink. 2 pont

Az (a) esetben 7, a (b) esetben 6 élt kapunk, tehdt a vélasz 7. 2 pont



