Kombinatorika és grafelmélet I

1. ZH. 2017. mércius 22, 14.15-15.45, QBF 12
Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szereplo allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldishoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, ve, ..., v, cstcsokon, amelyben d; +da+ds = 4?7 (d; a v; csics fokszdma)

Tudjuk, hogy a Priifer kédban minden cstics sorszama eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fokszama. 2 pont
Mivel dy +do +d3 =4, (dy — 1) + (d2 — 1) + (ds — 1) = 1, tehat a Priifer kédban az 1, 2 és a 3 dsszesen
egyszer szerepel. 4 pont
Tlyen kédbdl pedig dsszesen 3(n — 2)(n — 3)"~3 darab van. (n —2-féleképpen vélaszthatjuk ki azt az egyetlen
helyet, ahol 1, 2 vagy 3 4ll, ide hdromféle szdmot {rhatunk, a t6bbi n — 3 helyre pedig mindenhova n — 3—félét.)
4 pont

2. A G egyszerli grafnak 100 csicsa van, és minden cstcs foka 55. Bizonyitsuk be, hogy el lehet
hagyni G-bdl 50 élt tgy, hogy a maradék grafban legyen Euler kor.

A Dirac tétel szerint, mivel minden fokszam legaldbb 50, G-ben van Hamilton kor. 3 pont

Ez a Hamilton kor természetesen 100 élbél &ll, hagyjuk el mdsodik élét G-bél. Legyen a kapott graf G’.

2 pont

Minden csticsra pontosan egy él illeszkedik az elhagyott élek koziil, tehdt a G’ grafban minden cstcs foka 54.

2 pont

Mivel G’-ben minden cstics foka 54, G’ minden osszefiiggd komponensében legaldbb 55 cstics van. Ez csak
ugy lehetséges, ha csak egy Osszefliggé komponens van, vagyis G’ Osszefiiggd. (Ijgy is mondhatjuk, hogy a nagy

fokszékom miatt barmely két csicsnak van kozos szomszédja, tehdt G’ Gsszefiiggd.) 2 pont
Ekkor viszont G’-ben van Euler kor, mert Osszefiiggd és minden fokszdm péros. 1 pont
3. A G teljes gréf cstcsai vi,ve, ..., v20, U1, U2, ..., u. A vv; élek silya 1, az u;u; élek silya 10,

a vju; élek sulya z. Hatdrozzuk meg G minimélis Osszstlyt feszitéfdjanak a sulyat x fiiggvényében.

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus egy minimalis feszitofat talal. Nézziik meg hogy fut le kiillonb6z6 x értékekre.
Legyen M (z) a minimdlis 6sszsilyu feszitéfa silya. G-nek 40 csicsa van, tehdt a keresett fesz{téfdnak 39 éle
lesz. 1 pont

Legyen 0 < x < 1. Ekkor az algoritmus az z sulyu éleket vélasztja (z = 1 esetén vélasztHATja) amig
lehetéges, vagyis amig el nem jutunk egy feszitéfdhoz. Tehdt 0 < x < 1 esetén M (z) = 39z. 3 pont

Most legyen 1 < o < 10. Ekkor az algoritmus elészor az 1 stlyu éleket valasztja (z = 1 esetén valasztHAT]a)
amig lehetéges, vagyis amig el nem jutunk egy feszit6fahoz a v1, v, ..., v csicsokon. Ez 19 él. Ezutdn az x
sulyu éleket valasztja (x = 10 esetén vélasztHATja), és 20 darab él kivalasztdsa utdn el is jutunk egy feszitéfahoz.
Tehdt 1 <z < 10 esetén M(z) = 19 + 20z. 3 pont

Végiil legyen = > 10. Ekkor az algoritmus el6szor az 1 silyu éleket valasztja amig el nem jutunk egy
feszit6fdhoz a vy, va, ..., vag csiicsokon. Ez 19 él. Ezutdn jonnek a 10 stilyu élek (z = 10 esetén joHETnek), amig
el nem jutunk egy feszitéfahoz az uy, us, . . ., ugg csticsokon. Ez tovabbi 19 él. Es a legvégén kénytelenek vagyunk
egyetlen egy x silyu élt is bevenni, ami 0sszekoti a két feszitéfat. Tehdt 10 < x esetén M (z) =19+19-10+z =
209 + z. 3 pont



A helyes esetszétvédlasztasért (ha az esetek kidolgozdsa hidnyzik) 2 pont jar.

4. Minimélisan hény élet kell hozzdvenni a K5 ¢ teljes paros grafhoz, hogy legyen benne Hamilton
koér? (A Ky, teljes paros grafnak n 4+ m csicsa van, és az els6 n mindegyike 6ssze van kétve az utolsé
m mindegyikével, mds él nincs.)

Legyenek az egyik osztdly csicsai vy, v, ..., vs, a masik osztalyé uy,us, ..., us. Ha G-bol elvessziik a vy, va,
..., U5 csucsokat, akkor az uy, us, . . ., ug csucsok izolalt pontok lesznek. Tehdat 5 pont elhagyaséval 6 komponenst
kaptunk, nem teljesiil az ismert sziikséges feltétel (k pont elhagydsdval legfeljebb & komponenst kaphatunk).
Ezért K5 ¢ nem tartalmaz Hamilton kort. 5 pont
Egy él hozzaadéasaval viszont mar elérhetjiik, hogy legyen Hamilton kor, hiizzuk be pl az ujus élet. Ekkor
az V1U1U2V2U3V3ULV4U5V5UgV1 egy Hamilton kor. 5 pont

5. A (G, s,t, c) hdlézatban a maximalis folyam nagysaga 100. Adjunk hozza minden él kapacitdsahoz
1-et, igy kapjuk a (G, s,t,c + 1) halézatot, amelyben a maximadlis folyam nagysiga 110. Bizonyitsuk
be, hogy az eredeti (G, s,t,c) halézatban van olyan él, amelynek a kapacitasa legfeljebb 10.

Mivel a (G, s,t, ¢) halézatban a maximélis folyam nagysdga 100, ezért (a Ford-Fulkerson tetel alapjan) van
benne egy 100 kapacitdstu (S, T) vagds. 3 pont
Tegyiik fel, hogy az (S,T) végdsban k darab S-b&l T-be mutaté él van. Ezek kapacitdsainak az Osszege
természetesen 100. Ekkor a (G, s,t,c + 1) hélézatban ezen élek kapacitdsainak az dsszege 100 + k, vagyis ennyi

a (G,s,t,c+ 1) halézatban az (S,T) vagas kapacitdsa. 3 pont
De a feltétel és a Ford-Fulkerson tétel szerint 100 + k > 110, hiszen (G, s,t, ¢ + 1)-ben a maximdlis folyam
nagysaga 110. Ebbo6 koévetkezik, hogy k > 10. 2 pont
De a k darab S-bél T-be mutaté él kapacitdsdnak osszege az eredeti (G, s, t, ¢) hdlézatban 100, tehdt valame-
lyik él kapacitasa legfeljebb 10. 2 pont
6. A G graf csicsai vi,v2,...,v,, n > 10. A v; és v; csicsok Ossze vannak kotve akkor és csak

akkor, ha |i — j| =1, 2, vagy 4. Hatdrozzuk meg G pontosszefiiggéségi szamat, x(G)-t.

A vy pontnak 3 szomszédja van, ve, vs, v, ezért ezen pontok elhagydsdval szétesik G. Tehat k(G) < 3.

4 pont

Most prébéaljunk meg elhagyni két pontot G-bol. Eloszor tegyiik fel, hogy a két elhagyott pont nem
szomszédos. Ekkor végig tudjuk jarni a megmaradt n — 2 pontot névekvd sorrendben, a kihagyott pontokat
atugorhatjuk a 2 hosszu élek segitségével. 3 pont
Most hagyjunk el két szomszédos pontot, mondjuk v;-t és v;41-et. (Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy

1 > 1.) Hagyjuk el v;_1-et is! Ekkor megint végig tudjuk jarni a megmaradt n — 2 pontot névekvd sorrendben, a
kihagyott pontokat atugorhatjuk a 4 hosszua él segitségével. Végiil tegyiik vissza v;_1-et. Ide is el tudunk jutni,
megpedig v;3-bol. Tehdt 2 pont elhagydsdval nem esik szét G, ezért k(G) = 3. 3 pont



