Kombinatorika és grafelmélet 1.

12. gyakorlat, 2017. aprilis 27,
Legrovidebb utak

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf élein egy [ : E — R élhosszfiiggvény.
Az uwv € E él hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P tutjdnak a hossza a P éleinek Ossz-
hossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt, azaz a legrovidebb wv-ut hosszat dist;(u,v) jeloli.
Tehét dist;(u,v) = ¢, ha létezik ¢ hosszisagu uv it G-ben, de ¢-nél révidebb wv-it nincs. (Ha
egyaltaldn nincs uv-it G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tavolsdgfiiggvényt,
akkor az [ = 1 fiiggvényre gondolunk; ekkor minden 1t hossza az Ut éleinek szamat jelenti.)
Feladatok.

1. Adott a G = (V,FE) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy | : E — R,
élhosszfiiggvény. Tegyiik fel, hogy egy u-bdl v-be vezetd élsorozat éleinek Osszhossza /.
Igazoljuk, hogy dist;(u,v) < £.

2. Adott a G = (V,E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy | : E — Ry
élhosszfiiggvény, valamint egy r € V gyokérpont. Tegyiik fel, hogy d(r) = 0, tovdbba
d(v) > dist)(r,v) teljestiil minden r # v € V esetén. Ha valamely uwv € E esetén
d(v) > d(u) + l(u,v), akkor végrehajthaté az uv élmenti javitds, amikoris d(v) értékét
d(u) + l(u, v)-re csokkentjiik.

e Igazoljuk, hogy a fenti élmenti javitds utédn kapott d figgvényre d(v) < dist(r,v)
teljesiil.

e Mutassuk meg, hogy ha d(v) = dist;(r,v) teljesiil minden v € V' pontra, akkor nem
végezhetd élmenti javitas.

e Bizonyitsuk be, hogy ha nem végezhetd élmenti javitds, akkor d(v) = dist,(r,v)
teljestil minden v € V' csucsra.

e Igazak-e a fentiek akkor, ha a tavolsagfiiggvény negativ értékeket is felvehet? Miért?

e Mi a helyzet akkor, ha a dist;(u, v) definiciéjaban legrévidebb 1t helyett legrovidebb

élsorozattal dolgozunk?

3. Hogyan lehet zsineggel, vonalzdval és csavaraldtétekkel nemnegativ élhosszok mellett
irdnyitatlan grafban legrovidebb utat meghatarozni?
Es hogyan lehet birkavesével foldrengést megel6zni?

4. Torpfalvan jarvany tutotte fel a fejét az kovetoen, hogy csuf korsag fertézott meg néhany
torpot. Szerencsére a betegségbol minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy
napig immunissa valik, am sajnos ezt kovetoen ujra fert6zodhet. Kellemetlen, hogy a
torpok még betegen sem adjak fel azt a megrogzott szokdsukat, hogy minden egyes
nap minden baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha egy beteg torp egy nem immunis,
egészséges torppel taldlkozik, az utébbi bizonyosan megfertézédik. Mutassuk meg, hogy
ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak a kitorését koveté 101-dik napon mar bi-
zonyosan vége van. Legfeljebb hany napig tarthat a jarvany akkor, ha a torpok idékézben
ujabb ismeretséget is kothetnek?

5. Tervezziink hatékony algoritmust, amelynek inputja egy (szomszédossagi matrixaval meg-
adott) G = (V, F) (irdnyitott) graf és egy k szam, outputja pedig minden u,v € V
csucsparra megadja, hogy G-ben hany kiilonbozo k élbdl allé élsorozat vezet u-bdl v-be.
(Pl. k =1 esetén az inputként megadott szomszédossagi matrix outputnak is kivald.)

6. Legyenek ly,ly : E — R, élhosszfiiggvények a G = (V, E) grafon. Igaz-e, hogy ilyenkor
disty, (u,v) + disty, (u,v) = dist;, 1, (u,v) mindig teljesiil minden u,v € V-re?

Hazi feladat.

1. Adott G = (V, E) graf és [ : E — R, nemnegativ élhosszfliggvény esetén legyen f(v) :=
max{dist;(v,u) : u € V}. Hatdrozzuk meg, a % érték maximumaét, ha u,v € V(G) és

G tetszoleges véges, Osszefiiggd, iranyitatlan graf lehet.



