Kombinatorika és grafelmélet I

2. ZH, 2016. majus 6, 14.15-15.45, E 505
Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utdébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfeleld részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatéban szereplé pontozds intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szémoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimadlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszam, x(G): kromatikus szam.

1. A 2016 cstucsu egyszerii G graf 14-élosszefiiggd. Bizonyitsuk be, hogy v(G) > 8.
(Valéjaban v(G) > 14 is igaz, de ezt nem kell beldtni.)

Els6 megoldas: (v(G) > 8-at bizonyitunk)

Mivel G 14-él6sszefiiggd, minden csics foka legalabb 14. 2 pont

Legyen ey, es, ... ey egy maximalis fiiggetlen élhalmaz. Ha m > 8, akkor készen vagyunk. 2 pont

Tegyiik fel, hogy m < 7. Legyen V = {v1,v2,...,02m} €1,€2,...e, végpontjainak a halmaza és legyen U a
tobbi cstics halmaza. Mivel ey, es, . . . e, egy maximélis fliggetlen élhalmaz, U-n beliil nem fut él (vagyis fliggetlen

halmaz). 2 pont
Tehat minden v € U cstcsnak az Osszes, legaldbb 14 szomszédja V-ben van. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
2m > 14, m > 7, tehdt m = 7. Ezért |V| = 14, |U| = 2002. 1 pont
Ekkor viszont minden U-beli pontnak az dsszes V-beli pont a szomszédja, vagyis V és U kozott minden él
be van huzva. 2 pont
Ebben az esetben viszont konnyedén kivalaszthatunk 8 fiiggetlen élet, sét, 14-et is: vegyiink egy V-t lefedd
parositast. 1 pont
Maisodik megoldds: (v(G) > 14-et bizonyitunk)
Mivel G' 14-él6sszefiiggd, minden csics foka legalabb 14. 2 pont
Legyen ey, es, ... e, egy maximalis fiiggetlen élhalmaz. Ha m > 14, akkor készen vagyunk. 2 pont

Tegyiik fel, hogy m < 13. Legyen V = {vy,va,...,vam} €1, €2,. .. e, végpontjainak a halmaza és legyen U a
tobbi cstics halmaza. |V]| = 2m < 26, tehédt |U] > 1990. Mivel e, es, ... e, egy maximdlis fiiggetlen élhalmaz,
U-n beliill nem fut él (vagyis fiiggetlen halmaz). 2 pont

Tehat minden uw € U cstcsnak az Osszes, legalabb 14 szomszédja V-ben van. Valasszunk U-bél 14 pontot,
vagyis legyen U’ C U, |U’| = 14. 1 pont

Tekintsiik a H pédros gréfot, amelynek két osztdlya V és U’, v € V és u € U’ ssze van kétve H-ban akkor
és csak akkor, ha Gssze vannak kétve G-ben. 1 pont

Azt &llitjuk, hogy teljesiil a Hall feltétel, vagyis minden X C U’ esetén |N(X)| > |X|. Ez azért van, mert a
fentiek szerint minden X-re |N(X)| > 14, viszont |X| < |U’| = 14. Tehat a Hall tétel alapjian van H-ban, igy
G-ben is, U'-t lefedd pérositds, ami 14 fliggetlen él. Tehdt v(G) > 14. 2 pont

2. A G graf csicsai u,vi,v2,...,v2, v; és v; pontosan akkor van Gsszekétve éllel, ha |i — j| =
1,2,22,23, u és v; pedig pontosan akkor, ha i oszthat6 4-gyel. Hatdrozzuk meg x(G)-t.

Elészor belatjuk, hogy x(G) > 4. Prébaljuk meg G-t kiszinezni a piros, fehér, zold szinekkel. A vy, va, vs
csucsok Ossze vannak kotve, ezért kiilonboz6 szintliek, feltehetjiik, hogy vy piros, ve fehér, vz zold. 2 pont
Mivel barmely hdrom szomszédos cstics Gssze van kotve, csak egyféleképpen, periodikusan folytathatjuk a
szinezést: vy piros, vs fehér, ... voy z0ld. Vagyis v; piros, ha ¢ = 3k + 1, fehér, ha ¢ = 3k + 2, z6ld, ha i = 3k.
4 pont



De ekkor u-nak lesz mindhdrom szinii szomszédja: v4 piros, vg fehér, vis z0ld. Vagyis sziikségiink van egy

negyedik szinre, x(G) > 4. 1 pont
Ha viszont v1,vs,...,ves-et a fenti mdédon szinezziik ki harom szinnel periodikusan, u-t pedig egy negyedik
szinnel, az egy jé szinezés, ezzel beldttuk, hogy x(G) = 4. 3 pont
3. Hatédrozzuk meg az olyan 10 csicsi G grafok maximélis élszamdat, amelyekre 7(G) = 4 és
x(G) = 5.
Legyenek G cstucsai v, v9,...,v19. Tudjuk, hogy koziilik 4 lefogja az Osszes élet, legyenek ezek vy, va, v3, vy.
1 pont
A maximalis élszdmu gréfot a vy, v, ..., v19 csicsokon, azzal a feltétellel, hogy vy, va, v3,v4 egy lefogd pont-
halmaz, tgy kapjuk, hogy behizzuk az Gsszes élet, ami a vy, v, v3, v4 csucsokra illeszkedik. Legyen ez a graf H.
3 pont
A H grafnak természetesen van négy lefogé pontja, vy, va, v3, v4, ugyanakkor van négy fiiggetlen éle is, példaul
V1Vs5, V2V, V3U7, U4Vs, tehdt 7(H) = 4. 2 pont
Ugyanakkor a kromatikus szama, x(H) = 5, mert egyrészt vy, va,v3,v4,v5 egy teljes 5 csicsi grafot alkot,
masrészt, ha vy z0ld, vy kék, vs sarga, vy piros, a tobbi csics fekete, az egy j6 5-szinezés. 2 pont
A H gréfnak 6 +4 -6 = 30 éle van, tehat a valasz 30. 2 pont

4. G egy egyszerl paros graf A és B osztalyokkal. A csicsai vy, ...,v,, v; fokszdma d;. Tudjuk,
hogy minden i-re d; > i + 1. Bizonyitsuk be, hogy tetszOleges élet kitordlve G-bol, a maradék graf
tartalmaz n fiiggetlen élet.

Hagyjunk el egy élet G-bdl, legyen a kapott graf G’. Ezzel valamelyik A-beli cstics fokszdma csokkent eggyel.

Ha v; G'-beli fokszdmét dj-vel jeloljuk, akkor tehdt minden i-re d} > 1. 3 pont
Most beldtjuk, hogy G’-ben teljesiil a Hall feltétel. Legyen X C A. Legyen v; X-ben a legnagyobb indexi
cstcs, nyilvan ¢ > | X|. Ekkor viszont |N(X)| > d; > i > |X|. 4 pont
Tehat a Hall tétel alapjan van G’-ben A-t lefogd pérositas, vagyis n fliggetlen él. 3 pont

5. Az 50 csticsu G grafbdl barmelyik 5 pontot elhagyva sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be, hogy
a(G) > 12.

Hagyjunk el 5 tetszoleges pontot G-bél. fgy kapunk egy 45 csticsi G’ sikgrafot. 2 pont
A Négyszintétel alapjan G’ kiszinezheté 4 szinnel. 3 pont
Valamelyik szinosztdly legalabb 12 csicsot tartalmaz, kiillonben csak 44 cstucs lehetne. 3 pont
Ezek a cstcsok fliggetlen halmazt alkotnak G’-ben, mert egyforma sziniiek. De akkor G-ben is fiiggetlen
halmazt alkotnak. Tehdt valéban a(G) > 12. 2 pont

6. Tetszbleges G sikbarajzolt gréfra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartoméanyok
szama. Hatdrozzuk meg az e(G) — n(G) + 2t(G) mennyiség minimumét ha G barmilyen legaldbb 3
csucsu Osszefiiggd sikbarajzolt egyszeri graf lehet.

Els6 megoldas:

Legyen G egy legaldbb 3 cstcst osszefiiggd sikbarajzolt graf, n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomdnyok

szama. A Euler formula alapjan n — e+t = 2. 3 pont
Legyen M(G) = e(G) —n(G) + 2t(G). Ekkor tehat M +2=e—n+2t+n—e+1t = 3t. 3 pont
Tehat a 3t mennyiséget akarjuk minimalizalni a legaldbb 3 csticsi Gsszefiiggs sikbarajzolt grafokra. Nyilvan
t > 1, és ha G fa, akkor t valéban 1. Tehat M + 2 minimuma 3, ezért M minimuma, 1. 4 pont

Maiasodik megoldas:
Legyen G egy legaldbb 3 cstcst Osszefiiggd sikbarajzolt graf, n(G) a csicsok, e(G) az élek, ¢(G) a tartomdnyok
széma. Az M(G) = e(G) — n(G) + 2¢(G) mennyiséget szeretnénk minimalizdlni. 1 pont



Ha G-ben van kor, akkor annak egy élét elvéve a kapott graf tovabbra is Osszefliggd sikbarajzolt graf lesz,
n nem valtozik, e eggyel cstkken, és t is eggyel cstkken (az elvett él két oldaldn eddig kiilénb6z8 tartomanyok

voltak, most Osszeolvadtak) tehdt M hdrommal csokken. 4 pont
Tehat ezt a miiveletet kell folytatni, amig van kor a grafban. Ezutan mar nem vehetiink el tovabbi élt, tehat
(adott csicsszdm mellett) M akkor minimadlis, ha G fa. 3 pont

Ekkor e =n —1,t =1, ezért M = 1, ami fliggetlen a csiicsok szamé&tol. 2 pont



